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'Iccome il terEo ed insieme ultimp Tomo che ter- 
minar doveva il mio Corso ^ era di una soverchia mole^ cosi 
ho giudicato miglior pactiio liividerlo in due. 

Il Tomo terzo dunque , che ot viene alla luce, è- il pe- 
nultimo e jcon oa quarto , il quale jgià trovasi sotto il Tor- 
chio 5 finirà il Trattato^ ^ 

In questo Tomo si contengono più ampie Teorie so« 
pra r integiazione delle funzioni differenziali, e difieren- 
2Ìali parziali, e la dottrina degl' integrali delle equazioni 
di qualunque classe , «stesa quanto permette lo stato at- 
tuale dell'Anali». 

Sono neir ultimo le dottrine sopra le soluzioni partico- 
lati ; sppra i contatti delle curve a doppia curvatura e delle 
superficie sopra le superficie generate dal movimento di altre : 
sonovi egualmente ulteriori applicazioni alla Geometria ed 
alla Meccanica , e la generai Teoria dei Massimi e dei 
Minimi delle formule difierenziali ed integrali, conosciu- 
ta sotto il nome di Calcolo delle Variazioni ; con due 
Appendici poi , una sopra le differenze - differenziali , e T al- 
tra sopra gl'infinitesimi, termina il Tomo. 

Alla fine poi di quel Tomo porfem© la nota degli 
Errori tipografici occorsi in tutta 1* Opera » 
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C A P. V. 

€0]5fTi;srjJAZIÒNÈ DELLE DOTTRINE 

esposti; nel càp. x 

* - • 

pqpm r Integrazione delle Funzioni. 






0-. ■ 
Uanto abbiamo' detto nel Cap. I. sopra V lotegrar 

/l^ zionè delle funzioni >, non formando una Teorìa 

-elle possa dirsi in certo modo completa per lo stato attuale dellfi 

.Scienza , ho creduto prezzo d'opera aggiungere le cose che seguono^ 

Sia J^1l:±?S^^ Ja formula ^diiFerenziale dellà.quale si yp- 

glia r integrale . /Supponiamo per questo 

■rJPSf:^^ ^:_Asen^_^ .^n^ccosp)^ indicando per 

ia-iricetp) {a-i-icHPì'* J ts-t-ieotp)" 

A , B , C quantità costanti da determinarsi : ora ad oggetto di ot- 
tenerne i respetti vi. v^Jori, prendiamo i differenziali deir uno e. dell' al- 
tro nietiibro di quésta supposta equazione > ed avremo, togliendo i 
ilenomlnatori comuni, •' 

,/h- gcos p =8 A cos p{cL ^,bcos<{) ) -4- nAbsen <f>* h* ( Bh- 

,C cas (p ) (<i.-i- i cos (p ) , 
^a (p^je a causa di $eap'' = 1 -^cosp* prende questa forma • 

{ —f-i-nAb H- Ba} h- { Ca h- B5 -{♦ Aa — gj cos p ^ 
\^^ — ^^^ ~** G^/ cosp* = o» da cui si ricavano T equazioni 

Ba ^ nkb —/== o ,• Ca H- Bó H- Aa — ^= o , A6 — nAb -{- 
C6 == o, e quindi 

Tom. III. A 



, A MATEMATICA SUBLIME 

Avremo in questa guisa ridotto V integrale della proposta: 
formula a quella di una formula ad essa simile, nella quale però 
il denominatore è elevato ad una potenza minore di nna unità. Co- 
sì supponendo indicato per n un numero intiero e positivo, ed an- 
dando di riduzione in riduzione , giungeremo infine alla formula in- 
tegrale di questa forma fé^^^!^jt'^ , dair integrazione della 

quale dipenderà quella della proposta medesima . 
§. 149. Per averne V integrale osservo, che 

É^jJ'JJL = ^ .91^. ; dunque 

^^— r — -^ — 9 e così r integrazione è ridotta ancora a quella 

■ 

d'una formula più setnplice C — ~ — • 

* ^ J a -h òcesp 

'h Facciamo tang J- ^ = f , ed avremo dp = — "^ j ma que- 

SI I •>* f 

sta sostituzione ci dà seri — e = -; — e cos — <f> = — -— i — r , 

da cui si ricava cos p = J— ^ ; dnriqne a H- 6 cos <p = 



ti , e Quindi /*-#— = f r 



L'integrale di questa formula- ( loi) è trn angolo o un lo- 
garitmo, secondo che il coefficiente di t^ è positivo o negativa. 
Nel primo caso si ha 

r ^^ — = ^ , Are. tang, t >J ^ , essendo t = tang^ (f>. 

Quest' integrale svanisce quando ^ = o. Volendo poi quest' in- 
tegrale' esteso dal termine ^ = o sino a ^ = iSo*" > ovvero f = co > 
si avrà 



CALCOLO INTEGRALE CAP. T. g 

— ^ — = ,, ^ . 7- . — , essendo ir la semipcriférìa per il 

raggio I. 

§. 150. Si pnò accora ottenere l' integrale di — ^? — espres- 

Bo ia serie ordinata per i coseDÌ degli angoli multipli ; infatti essendo 

—. — ? == j — ncosp ^ Ti" cos (f>^ ^-^n^ cos p^ •i^ 71^ (:os 0^ — ec. 

Si cangino le potenze del coseno in coseni degli angoli ninltipli 
per mezzo delle formule di trasformazione , date per qnesto oggetto 
neir introduzióne al. Calcolo Sublime > ed avremo per le potenze 
impari 



cos p 3= cos p 

cos p^ = ^cos p H- —cos sp 

cosp' = i5.cos(p H- -^cos3e> H- -^coèKp 

16 16 *"^ 16 *"^ 

^cùS9p, 

ove Hsogna avvertire che facendo generalmente 

co5^ =3 Ax?os^ -r BcDS3<p H- Gcoss^ -4- Dco«7(j> -f. 

E C05 9<J> •{- ec. , si ha 

» 



• • • • 



? • -"^ • — • — " • • • • • 



2 • 4 • <^ • • • • af» a**—»* 2* a* 4 

«»-*-l «W-+3 fflrH-3 W'+4 

e per le potenze pari, 
cosp"" = I 

ir 

2 2 



% .MATEMATICA; SUBLIME, . 

COS ^* = 

COS ^« =^ ^M* -g COS 2<t>. ^ H C05 4^ H- 4C05 6^, H- ji^ COS 8^i 

1 

in. generale ponendo 

Off** • . • 

COS ^ = A' H- B'cos 2^ -f C'cos 4^ h- D'cos 6(p -t: E'cos 8a -^ éc. 

si ha ■ • ■ . •. 

' •" ■ . ■ ■ ,■.'••■. 

A* ^^^ I >3r>g (aw— i) I 6 io 14- 4w— a 

2. 4.0....*.2ffil. 2**""' a 3 4 f» 



3 

8 


-*- 


•4 


COS 


2(p H^ 


I 
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COS 


4^ 


- 




IO 


H- 




COS 


2^. -h 


6 

3-i 


COS 


4^H- 


r 
32 


cosóp, 

m 


35 

138. 


"^ 


5<J 
128. 


COS 


ì . 

2^. -h 


28 
J28 


» 

COS 

* 


4^ ^ 


» 1 

4 
128 


COS 6p, 



B; ==-?-'??- A'; G: = ^--'B'; D' = ^-^C'; E' = ^^D^ec.: 

*»H-l. «I-+2 «.H-3 f»i-i*4 

se ora si sostituiscono, questi valori nejla. seria che rappresenta. 

♦ 

lo sviluppo, di. —-■- — - , s' avrà. 

— I. H* — ^ •T' "s"' ^ H^ — ^ -+• -^ n — H ec. 



n H- — ^' H* — ^^ H- ~/i^ H- ec. i CO50 

4 16. 64 J ^ 

-4- {—n H- 4- «* H- — ra** H- ~ 72* H--ec. ì- cosa©,. 

Va. 8 sa. 128 . / ^ 

— «T— »^ H- A«f H* ?^«' H- i^n' -h ec. ì- COS 3a„ 
V4 16. 64 «56 -^ "^ 

•4. /± /z** H- -^»' H- ec. ^ COS 6^ 

-^ ec 

Se. pertanto si fa. 

— — i — -= A" — B/ COS fi; -^u C'' COS a.^ — Drcost^H-ea 
ayremo. . 
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A"= I ^J-n'^\n*^'^n'^^n^^ec., ovvero 



2 8 32 • 12g 

2. 9.4 2.4. d 2. 4. 6. a 

A'' 



Si ridarranna cosi ad espressioni finite anche gli altri coeffi- 
cienti ; ma per vedere più facilmente la legge che seguono tra di 
loro > e come dato il primo- A" > si possano trovare- tutti gli altrr, 
moltiplichiama V equazione 

f 

= A" — B 'co5 <p -♦- G'cos 2p— D" cos ^p -+ E "oos 4^ — ec. 



t-i-a C0S9 

per I H* ^ cos py, e poiché 

^iospcosmp = — cosi^m — i ) ^ -|^ i. cos {m^ i)p >/ avremo 

2. 1) 

Jt = A" — B'' cos (p H- C" cos 2p — D'^cos 3^ h* ec 
— i- B"/2 -K A"/2 co^* ^ — i- B '/2 C05 2^ H^ — G'n cos^p^ ec. 



— G"/2 cos p — — D'Vz cos 2^ H^ — E"/2 co5 3^ H- ce 
ed in conseguenza. 

W = ^ ( A" — . i ) , • C = 2?l:ii?^ ,. D" = ^SlIziT^ , 

Trovati questi coefficienti ^ avremo^ facilmente T integrale 
f — —;- i.. imperocché essendo jTcf^ .costw^ = — sen mpy s' avrà 

• • ■ * 

~E'^e/2 4^ — ce. , serie che progredisce secondo i seni de- 
4» 

gli angoli ^^2(^,3^ ec. Osserviamo» che se 72 > r, tutti i coef- 
ficienti A" , B'' , C" ec. r divengono immaginar) , e quindi non 
può ia questo, caso, aver luogo la. nostra risoluzione . Se /z = i >. 

emendo, allora i ^cos(p =z zcos — <p^ 7 si avrà. 
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J l ^ n COS p J CQS ^p^ ^3 

* 

Si vede da quanto abbiam detto , come potrebbero aversi gV in- 
tegrali delle differenziali trascendenti trattate alla fine del Gap. L 9 
espressi in serie ordinate per i seni e coseni degli angoli multipli . 

§. 151, Yogliasi ora esprimere per una serie secondo i seni 
degli angoli multipli, V integrale di (i^) ( | «^ /z cos ^)", qualun- 
que sia m . 

Facciamo per questo 

( I H* /2 cos )" = A H- B cos (f> ^ Q cos a^ h* D cos 3^ H» 
E cos 4P H* ec. > ed essendo 

( I ^ ncospy = I ^ —ncos (p ^ ^^lUL—ll rC cos (p^ H- 

»(w-i)(OT-a) ^ì ^^g ì ^ g^ gg ^f sostituiamo invece delle 
1.2.3 . ^ 

potenze del coseno le espressioni riportate al §. antecedente, avremo 
A == I H- ^LLuLhIÌ 72* H- «'^'"-' H»^-2)('»»-3) ^4 



2.2 2.2.4.4 

l»(l» — !)(>»— g)(ffl — 3)(«> — 4)(<ff— 5) ;j« . ^Q 

2.2. 4.4. 6.6 

Trovato questo valore dj A , si potranno facilmente trovare i 
valori degli altri coefficienti in questa guisa: 

Essendo A > B , G ec. tante funzioni Ai m ^ si prenda la 
differenza finita rappoito ad m > facendo aumentar ]a m di un^ 
unità della supposta equazione 

( 1 «H- 72 cos (p )" = A H- B cos p H* ec , ed avremo 
(iH-7zcos^) — (iH*/2C05(p) ={i^ncosp) .ncosp 



A A -h AB cos ^ H* AC ca5 2^ h- AD 0053^ H-ec; quindi 

72 A cos <p -^ 72B C05 CP . cos ^ H- 72C COS P . C0« 2p -+• 72D COS (f X 

cos sp H* ec. = AA H- AB cos p h* AC cos 29 h* ADx 
cos 3^ H- AE cos 4P H* ec. > ovvero • 



;2A cos^ -f« «B {j H- — cosap} -j- nC ^—cos<p h- — co5 3(i>}' 
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TzD {^cos2(p H- — cos4^)- H-ec. = A A -|- AB cos ^ H- 
AC cos2(p H- A D cos g<p H- ec. , 
dalla quale equazione si ricava 

B==±AA. , C = 4AB — 2A, D = 4AC-.B, 
E = 
B = 



D 
E 
F 
H 



-ìaa. 

n 


, c~ 


^ AB — 2 A , 

n 


D = 


n 


-G, F — 


^ AB — D ec. 


) ed 


|AA 








HlA-A- 


-aA 






?;a'a- 


-3.-ÌAA 








-4.^A'A. 


•+ aA 

• 




^A^A- 


-S^A'A 


■+ 5-^AA 




^A*A- 


-6.^*A*A. 


-«• 9.5; A*A- 


- aA 


^A^A- 


-7.?;A'A. 




-7.- 



La legge con la quale progrediscono qnest* espressioni è ma- 
nifesta : imperocché se indichiamo per P , Q , R tre coefficienti 
consecutivi, e se avrem trovato 

P = -, A^A — a 2Ì- A ^ "" ^ A H- 6 ~ A^ "" * A ~ e ec. , 

Q = ?— a'^'A-ìz'ì^^A' 'A^6'L_Ìa' 'A-c'ec, 
» » » " 



sarà 



'-*• /H-a . . . . «^ ./ 



^^TTi^ ^ - («'-*• ' )^AA H- (6'H- a)^ 



2 



n 



-A A — ( e' -i- 6 ) ec. : 
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anzi se noi indichiamo per M , funzione delle dae variabili y^a 

un coefficiente qualunque nell* espressione di R, essendo ft Vindi- 
ce che determina la situazione di M; e y T indice che determina 
quella di R , sarà M = M h* M _ «j equazione a 

differenze finite e parziali » dall' integrazione della quale si ricava 

r espressione generale di M . Non seguiteremo quest' indagine ;> 

' » ^* 

perchè essa diviene oltre modo complicata. 

Per aver poi effettivamente le serie che esprimono i coefE^ 

cienti A,B,Gec., osserviamo che si ha generalmente (Tom. I § 14) 

A {a; (a; — i)(a? — 2) (a? — 3) (a? — w)} =a'(^ — 1 )X 

{x — 2)... •(a; — WH* i)(wH*i); dunque essendo 



2.2 .2,:a.4.4 



.,„(,^^,)(«^2M^-3)(tyi~4)U-^.^6^^^.^ avremo 



2.2.4.4.6.6- 

jw (iw — I ì ( w — 2 ) 



«.«.4 



B = -2- AA = 3/2 { ^ H- 

,n -> 2 

^ .2.2. 4-4. 6 ' / 

C=^AB^.2A :=: Ann i"^^^!^^ ^ 

.# ' ^2.2.4 ,».a. 4.4.6 

3 w(i»— !)(f» — 2)(ffl — 3)( >^-"4H«g-"S) ^4 . ^^^ "^ 

.2.2.4.4.6,6.8 y 

D =é: ^ AC — B = 8;»' /gj^^jr.Ll^'»-?) h- . . . 

u ^ 2.2.4.4.6 



«(im — I ) . 2i»(4g? — i)(w— a)(iw — 3) ^* 



2.3.iw(f»— 1)(« — 2) (i»^3)(»' — 4Ì -,» 



;z <*4* ec 



,2.2.4.4.0.0.8 y 

E = ^ AD — -e = .i6«* { '-'"^""l^l'- x^i.^— -^ H- 



2.2.4.4.6. 6.8 



• . 



• 8^3. 4Mi«r 'j^ t»» - ?,\ n^ ^ ec.>, delle ^uali serie è chiara 

2. 2, 4. 4. 6. 6.8. 8. IO j :^ 

la legge, onde poter senza pena trovar quelle per gli altri coefficienti. 
Trovati pertanto i valori di A , JB , C ec. , otterremo subito 



j 
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fd<p ( I H* /z cos ^ ) . = Ap -^ B sen ^ h* — C sen 2p •+• 

— D sen ^p H- ec- 
3 *^ 

Per niteriori dettagli sopra siffatte integrazioni rimettiamo i 
nostri Lettori al Calcolo Integrale del Sig. Euler , Tom. I. Gap. VI. 

§ 152. Le Formule Differenziali da noi finora trattarci o era- 
no integrabili algebraicamente > o dipendevano dalla rettificazione 
del circolo 9 è dai logaritmi . Consideriamo ora quelle > le qnalì di<^ 
pendono dalla rettificazione delle curve di secondo ordine > Ellisse 
ed Iperbola . Non mettiamo in campo la Parabola 9 imperocché la 
di lei rettificazione ( 1 06 ) dipende dai logaritmi . 

Supponiamo che 8 rappresenti Tarco qualunque di una curva > 

e noi sappiamo (81) che s =/( i ^{^^Y dx^ essendo x 
r ascissa ) y 1' ordinata della curva * 

Ver V Ellisse . 

Essendo rappresentato da 2a Tasse maggiore di una Ellisse» 
da 20 Y asse minore > da jc e da ^ le coordinate 9 presa V origine 

nel centro , si sa che ^ =2 1* ( a* — a?* ) è V equazione di questa 

curva ; dunque V arco corrispondente a queste coordinate sarà 

tf* — i* 

Facciamo a* — —:!^ a?* == i^* , ed avremo allora 



^ /-7 — ^ » ' 

= - / / •'" :j .......... (t) 

Facciamo a* — ^^-- x* = ^ • ed avremo per un' altra tra- 

sformata 

Tom. ni B 



s 
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h 



v /{«• -f *•)«»-«♦- «»i» ì- 



• ♦ 



' r , '•'•"• r^ (<>) 



Queste due farmulc ( i ) , ( a ) servono a riconoscere le differeii- 
ziaH che si riportano alla rettificazione dell' ellisse. Si avverta che 
noi supponiamo che esse appartengano ad una vera ellisse y e che 
perciò a e ò siano sempre diseguali. 

Dunque ogni espressione differenziale riducibile alla forma 

^jr^—^t'Z^)^ quando M ^ N >.P r Q sono quantità positive da- 
te > ha per integrale una quantità dipendente dalla rettificazione 
deirellisse . Infatti se noi facciamo H!^ = — Ay^ = By^ = C, 

quest' espressione diverrà -^ ■ . . » 7j ^^bcl ^ ^^ quale paragonata^ 

co» la formula ( i ) ci mostra che essa è il prodotta del fettore co- 
stante A per la dififeianzìale di un arco d' ellisse y di cui gli assi 
aer e 26, si trovano facendo a" -j- Zx" = B , ab^ = G , per il 
che si ha 

aa = \/ {B H- aVC} H- V(B — av/G) 

a6 = v'(B H- 2v/C)-^\/(B — aVG). 

Se B < 2v/C questi due assi divengono immfffgiuarj , ciò che 
ci assicura non avere la formula alcun integrale ; essa infatti è in 
tal caso immaginaria , e facilmente si vede , dando a quel radicale 

questa forma v' {(^ — G) — C '^^ — 7 )'} • 

Egualmente di ogni espressione differenziale riducibile alla 
forma --^J^t ^ , essendo HI , F , Q , N sempre quantità 

positive, 8i riporta l' integrale alla rettificazione dell'ellisse; in- 
fatti h sempre facile ridurla a quest* altra forma 
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^ -—-i — rrrt l'integrale della quale si ha dalla formula (2). 

Per V Iperhola . 

Rappresentando per aa e a& gli assi di nn' Iperbòla , e per 
e , y le sue coordinata prese dal centro > si sz che la di . lei e- 

i^u^Lzione è y* = tl(^x* — a*). Noi supponiamo a e A disegnali . 

Kappresentiamo per s P.arco dellji cnrva ehe corrisponde a 
4^ste coordinate, e si avrà 

Facciamo ora '^^ a?' — a' = a«, ^ sarà * = £^±^), 
quindi 

^J ■■1^— ■ ■■■-■■ ■ ■ ■»■ H i ll l 

=r—r '^^=- — -. -(s)-. 

* 5e poniamo ^^ a;' — a' = 5^' , si ha » =■'1^1^^ e ^indi 
. /• ■ •- #**v* > . 

La quantità che è sotto al radicale è composta dei due fat- 
tori i^* H- 6% a* -^ u^ . Si osservi che il coefficiente di u* nel- 
le due formule (3) , (4) è positivo o negativo secondo che a>6> 
,ovvero 6 > a . 

Dunque ogni esi^rcssione differenziale della forma *?fL*^_, 

nella quale M ed N possono avere qualunque segno, essendo P e 
Q positivi, ha un integrale dipendente dalla rettificazione dell' iper- 

hola j infatti facendo -^^«A, — = B, ^ = C, si avrà 

y r P P ' 

V(B«'-t-»*-Q) ^^ ^ ^^ prodotto del fattore costante A per il 
differenziale di un arco d* iperbòla , i cui assi sono dati da quest' e- 



. .J 
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qoazione a* — ò* = B, a'6* = C, ed abbiamo aa = y' {aB =s 
3v/ (B* ^ 4G)} , 26 = V {=*= 3v/( B* H- 4C ) — aB} . 

Nei termini di doppio segno prenderemo il superiore per non 
incorrere negli immaginar] . 

Egualmente 1' espressione - .^^^J^^p^,^^^ , ove M , N , P , 

Q hanno le «tesse condizioni dette sopra, è integrabile per mez- 
zo di un arco d' iperbola , potendosi seuipre ridurre ajla for- 
mula (4) . 



§153- Consideriamo ora la differenziale 



Vdx 



nella quale P è una funzione qualunque razionale di a;. Se in 
questa facciamo x =^^i-??, essendo p g q quantità costanti in- 

determinate, potremo sempre determinarle in maniera che spari- 
scano dal denominatore le potenze impari della variabile; infat- 
ti sostituendo nel radicale ( il quale d'ora iu poi rappresenteremo 
per R ) per x il suo valore ^ avremo un' espressione di questa 

forma R = v^ (a h- èj' •+ cY H- ej^' H* ^^ ) .' ( 1 H- J^ )* • Se 
pertanto facciamo 6' = o, e' = o, avremo R = v'(«'H* c'y^H- 
hy^ ) : ( i H* jy )% e le quantità p e q saran date dalle due e- 
quazioni b' =^ a e' = o : troviamo quest' equazioni. Supponen- 
do decomposta in fattori reali del secondo ordine la quantità a h* 
bx •+ ex' H* ea?' H* x^ , siano x' — fx ^ gj x^ — f'x h- g' 
questi fattorino basterà sostituire in ciascuno. di essi il valore di 
Xj ed eguagliare a zero i respettivi coefficienti della prima poten- 
za della variabile x che comporrà quei fattori medesimi; infatti si 
avranno così due equazioni 2pq — (p H-.5)/h- a^== o, apq — 
(P H- q)f H- 2^' = o , daUe quali potrem ricavare i valori di 
pq e dì p ^ q . 

Questi valori saranno sempre reali , imperocché ^, g ^f' , g 
sono quantità reali, quand'anche si trovassero dei fattoci im magi- 
itarj nel quadrinomio. Ora anche i valori dip e di 5 saranno sem- 
pre reali , ed in conseguenza potrem sempre fare la riduzione so- 
pra indicata i infatti acciò p , q siano quantità reali > bisognerà 
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cbe — (i> H- 5 )* > i>5f » ovverà che —(p'^i^g Y — P9 ^^^ 

— {p — qY sia una quantità positiva. Eappf esènti amo per «^ 

|8 , y , ^ le quattro radici dcir equazione' a -f bx h* ex* H- 
eo?^ -^^ a?* == o disposte per ordine di grandezza se sono reali ^ 
e sarà jf = «t H- ^ ^ ^ = a^ , /' = 9^ H- ^j /S^= 7^- Sostituiti 
questi valori nelle equazioni sopra trovate , avremo p 



rl^,4^ . PJ = =^^;^'fli^^^ . « l'indi i (p - s)- = 

tità positiva t quando le quattro radici sono reali. 

Se a y ^ fossero immaginarie ) saranno necessariamente dì qne^ 
sta forma «==ot-^;2v^( — i), |3 = ot — /z\/( — i)>e perciò 
(« — y)(l3 — r) =lm — r ^7iy/{ — i)) (m — r -^ 
ny/{ — i)) darà un prodotto reale e positivo; egualmente 
(flt. — 3')C^ — ^) darà ancfie un prodotto reale e positivo ; dun- 
que ancora iti questo caso ^{p — j)* sarà una quantità posi- 

tiva , ed i valori ài p e q sarao reali . 

Se tutte e quattro Je radici fos^ro immagìnarier facciamo 
allora ol z= m ^ nV { — i), ^ = ro — /zV ( — i)rr=ÌH- 
hy/ { — i), J^=2=Z — h\/ { — i)y e si avrà il prodotto 

V 

{h — «)v'( — ij"^ quantità reale e positiva ; lo stesso es- 

• • • ' • 

serido per il prodotto {» — .^)(^ — ' y)^ °^ concladeremo che 
ancora nel caso delle quattro radici immaginarie, possiamo avere 
per j? e g dei valori reali . • 

Se due delle quattro radici a^ p ^ y ^^ saranno eguali > il 
polinomio sotto il radicale risulterà dal prodotto di un quadra- 
to in un fattore trinomio, e si potrà portare fuori del segno 
radicale quel fattore quadrato; allora non trovandosi sotto que- 
sto segno potenze della variabile al disopra della seconda j la 
formula apparterrà a quelle che abbiamo considerate al Gap. I. 

Quando tutte e quattro le radici fossero eguali , svanireb- 
be allora il radicale > divenendo razionale la formula da se stessa . 
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Se poi la somma di dne radici a ^ f fosse eguale alla somma 
delle due altre y H* /3 > si potrebbe in quel caso decomporre il 
polinomio in due trinomj yT — xv ^ aì^ a?* — xa; h- f3y^ nei 
quali x = aH-^ = pH-y. In questo caso si eliminerebberp 

ré potenze impari facendo x ^= y ^ —. 

Abbiamo jDonsiderati questi casi particolari delle radici ^ poi^ 
chjb in essi i valori dipp^-^^e di p — q trovati snperiormen^ 
te 9 divengono iudeterminati > infiniti > o nujli . ^ 

Risulta da guanto abbiamo detto 9 che facendo x = t::tll ^ 
e determinando oppoitonamente p > q come è stolto fatto qui so^ 
pra , si ha y/(a ^ bx ^ ex* ^ ex' ^ hx^) = ^^ < ^/>^ ^ ^^^' \ 
e dx = L^JZil^, e che in conseguenza possiam seojpre trasforr 

mare la formula — ^?— 1 — r-r:^ ^y^ P ^ ^^^ funzione 

razionale di x , in un* altra ——~^fl~——^ nella quale Q è una 

funzione razionale di y ; così noi ci occuperemo dell' integrazio- 
ne clplla seconda ; anzi potremo ancora ridurla più semplice fa- 
cendo che il suo integrale dipenda da quello di una formala 

..^ — \^ — __- in pai 1» funzipne L non cooteuga che le poten- 

ze pari della y^ 

Per questo osservo che qualunque sia la funzione Q , essa non 

può avere se non la forma p^^> essendo rappresentate da A,B| 

C , P tante funzioni di y ; or» 

AjL?? = (A^B>)(C^ D>) ^ A€-Bpy BC^z^A© y . dunque in. 

dicando per Jj il primo termine di questo secondo membro > e 
per Hy V altro termine ^ si avrà 

Di queste due ultime formule integrali» la seconda si riduce 
più semplice se si fa y = m> ed allora divenendo essa della for- 
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Jòa /^-_— ^*!L_^-— , ( nella quale U è iioa funzione razionale 

di z^ ) appartiene alla classe di quelle integrate al Gap. I. 

L' integrale dunque della nostra formula dipenderà da quel- 
lo di —-, — ^^ — rm > ove L è una funzione razionale di v* . 

§. 154. Sia pertanto proposta la differenziale — — — —^ — r-j-i 

nella quale P è una funzione razionale di orS e di questa cer- 
cbianio V integrale . 

Supponiamo primieramente che P sia una funzione intiera 
che rappresenteremo per A ^ Ba?* -h Cjc^ 



• ••■••• 



Ma? 9 e si tratterà d* integrare — ; — —^ — r-z\ > qualunque nu- 
mero intiero e positivo sìa m . Or^ prendendo il differenziale del** 
)a quantità x^ "" ^ \/ ( a -i- Vx" -*• cV ) , si avrà 

da? ^( ara — s)jc^'"""*t/(a h- A'^* H- cV) h- 

^z*/"/ ^^t^^J^^^^ Ì'i e perciò riducendo allo stesso denomi- 

natore ed integrando termine per termine » avremo ^ -fatta R = 
V ( a H* b'x" «-h c'a?^ ) > 

( 3TO — I ) C'/f 






R 

Da qnest' equazione si ricava 



/^^^, e quindi 

'^ J K se' 3c'y R a»* / 



R » 






R~» 



ec. ec. 



^ 
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si vede di qui che tutta la difficoltà si riduce ad integrare Ifc 
formule y^^, /*nr * S^^^^^^^ ^^ qiieste dipende il valore di qua- 
lunque altra f^^^^ • 

Supponiamo in secopdo luogo che P sia tiua funzione razio- 
nale qualunque di x^ . Comincieremo allora dal separare in P la 
parte intiera che può esservi contenuta, e questa moltiplicata per 
dx 6 divisa per R sarà trattata £ome jabbiamo insegnato qui sopra . 
La parte fratta che resterà, si decomporrà nelle sue frazioni 
parziali secondo il ^numero dei fattori contenuti nel denomina- 
tore , ed avremo allora tanti ^termiui della fórma — r-^^ — > ove N 

ed n possono essere reali o immaginar) , per il che tutta la dif- 
ficoltà deir integrazione sarà ridotta a quella delle formule si- 

mili ad N f— ^ ^* , ^ > m essendo un numero intiero positivo qua- 

lunque . , 

• * 

Per .aver l' integrale f—~ ^ )«p » ^ almeno per farlo dipen- 
dere da una ;forniula .ove T esponente jti sia minore « differenzia- 
rao la quantità — _-i™___., ed avremo 



^i^^mm,mmm„^^mmmmm* 



ora diamo al numeratore di questa frazione la forma 

{A (x* H- /2 )» H- B(«' H- « )* H- C(;»' H- ») -♦• Djcfa?, ciò 

che sarà sempre possibile, ed avremo 

{A(*«'-l-«)'-4-B(;c*-4-<»)'^C(jt*-i-»)-»D}- J* ^^ AJt 



B<f« Ci/« . Ddx 



(*»-»•»)"-• R ^^ (jf» -».»)»- 'R • («•-•-») 



._ , e quindi 
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r__A^« . r ^dt , r Cdx f Hi» 

«R 



(«•H-»)"-' 



Da qaest* tiltima «^azione si ricava 1* integrale f—^ 



dx 



-+»)"R 

* 

dx 



,dato per mezzo 4egli integrali delle formule f— . 

fì^^r^^'rj^FTk-=Tg,^ -^^^ ^^® ^^ ^^^« -^^^ l'integrale 
^^f Cx' 4*;)'k ^^"^^ ^^'^^ P®^ mezzo degl' integrali /*_■ 



*r 

■+«)r' 



ccosì V me$rzìe Jl-;^— essendo Mo j^r sV 



»)*R 
dx 



€0.., sarà in conseguenza .dato per i tre integrali /"— .j , 

J (**.-+,«jR 

f~K*f **V * * ^° generale si conclnderà «he da questje tre 
formule dipenderà 1* integrale di" qualunque .altra f—^ 



_ . .-K»)«R* . 

Dunque qualunque sia la funzione P , purché sia raziona- 
le in X* , r integrale di questa formula .__|il__-_ dipende 
da queste tre " . 

I tre integrali (I) , (II) , (IH) sono chiamati da Legen- 
dre 1 rascendenti Ellittiche , e volendo vedere una completa tco- 
ria riguardo ad essi , si legga una di lui Memoria sopra tal sog- 
getto , pubblicata nel secondo anno Repubblicano . Noi ne parie- 
remo quanto ci possono permettere i limiti di quest* Opera . 

§• 155- Incominciamo dalla formula (II) che è la più sem-. 
plice di tutte ; e consideriamone i diversi casi che presentano i 
diversi segni dei coefBcienti a',ò',c'. Indicando per d^b'^c 

Tom. Ili C 



^ 
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tante quantità positive* ecco gli otto casi che ci danno le di- 
verse combinazioni dei segni sotto il radicale 

_• d* ^» 



%«( a' — k'x* — *'** ) ' 
j^ A» 



dx 



•.•••• 



o . • • . 



V(«' 




— c'x*ì 


V(- 


dx 


-r'**) 


V(- 


a'-i-fx*- 


H- c'»*'^ 




dx 





Tralascieremo il qaaito » poiché esso è immaginario > e gjii altri 
sette sona compresi in queste quattro formule 

r — . . ^* , Jb , nr essendo positivi . 

Vii* —**—•) 

II* -- ^ *^*^ -, m essendo positivo, ib positivo a negativa 

m* ^ikx*^x*-») ' "* positivo , k qnalanque . 

IV* -_-^-_--^ , TO positivo , h qualunque. 

i Per la prima formula , diamo al nostro radicale questa fi^rms 
v/ / — — TO — ( »• H=- — )*} » e concluderemo che non soTadev'^es- 

sere ifc positiva r ma di più — > nr , e ciò perchè non abbian 

luoga gV immaginai) . 
Questo posto, sarà 

*--v^<**"4«) )} , e facenda t:iyJMlL^ « aa, *, -V(»-4>»y ^ 

7A. ai avrà <* * — *? —^ ave aa«56-> 

saranno quantità positive, e di più sarà a>6. 
Il Onde integrare la differenziale -ìj^^ììz^^^JÌ^JIh) ' ^^^^ 



\i 
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J d* Ax*Jx Bd» . n/ { »• - U ) 

V(i»« — ««).V(»« — M) <•(«* — ««). ve*» — **) ve**--**) 

determiniamo i coefficienti A > B in modo che qnest' equazione 
aia soddisfatta . Per questo ) ridncendo totti i termini allo stesso 
denominatore ) quindi togliendo i deiMminatori conanai , si avrà 
tra A ) B quest' equazione 

I = A«' H- B«' — Bè* che ci da B = — ^ , A = — B = 
j^y ed in consegueujE» 

'Jxi/ixx'—.it) 



V(««-*«).v'(**-i*) JiJ V(m-«»). " ^ 



My v(«*-**) 

U primo di questi due termini è il prodotto ( 152) for. 
(i)) del fattore costante — ^ per un arco di KUisse di cui 

a^b sono i siemiassì^ e T jascissa contatala] centro^ è 5^<^^""^^) , 

Rapporto al secondo , poniamo xx — hb =^ zz-^ e fatto per 
abbreviare aa — bb 7=^ ce ^ si trova ^5^Ìflll**i = 

Jf ^.V Ai J • Ora facciamo ancho il5^i:tÌ*Wif£rf £] = t, 

ed avremo dt = T**^' ^Ifl^ . 

quindi integrando 









V(s»!H-**).V(«-.«»} "i '^ 

/r v ( ss H^*') v'( c^ " «« ) • ^'^ P""^* P*"® ^^ ^°*^'* espressione 

è algebraica , e la seconda si riporta alla rettificazione dell' i- 
perbola ( 152, for- (4)). 

La formula II*. --_--Ìf- . si riduce facilmente alla P. 
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Infatti osservando che la: quantità kx' —x^^m. si decompone 
in onesti due fattori Ì--tvlL*l±iSJ __ x*\ a:* -u ì^ì*!_:<m«» ) - * 
cui possiama dare, c^aèsta forma <C — *«* , «* h- &* , avrema 

V(*«« -,♦-<.«) — V r^^^^rTrS^^TF) ^ quantità a ,6 sono- 

sempre positive ; e poi a* > &* se ifc à positivo ,, a' < &* se k 
e negativa. 

Ora si faccia x* h- &* = y* ,. e ponendo, per comodo di. 
calcolo , a H- ò: = c% si avrà. /U ^ . == 

— r ^^ — ' T >> espressione della stessa forma della for- 

BinJa r. 

Per la formula IH*: -^— -^^_ facciamo, x. =. 5^ ,. ed 

^^^^^^ V(**'-^V^-ri^: = ~ ^{ks-^* F^;r;r) ' *^^e è la. foctou.-^ 

, Infine prendiamo, ad integrare la. formula IV". ^* 

So — =z m y, la. formula. sL riduce razionale ;, così a noi ap- 
partengono i casi nei qnali ^ > m,. ovvero < to.. 

Quando — >. to ,» il polinomio si decompone- in. questi due 



fattori binomj: reali ,, x" h- *-=t:^*JLl^^ ^ x^ H-- Ì=^^l!^:z^!!t}y 



a* a. 



che- possiamo rappresentare- per a?* H*/> a:VH-^r le quantità 

y^^ essendo simultaneamenter positive o. negative , secondo che 

^ è positivo, a negativo :. avremo, dunque ad integrare 



• •-•••. 



«ter 



Vl**-<-/).x/(*»H-f) 



Supponiamo' primiisramente cfie le due- quantità^ e g sia- 
no positive ; allora si ha /*> §; . Facciamo x* ►{. ^= «* , e quin- 

di .r = v/ ( *' - g, ) , dx = -^^j ,- V ( «* H-/). = v^ (.«' -*-• 
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/-— 5') = v^(*'HrA)^ fatta. 7l 5=5 f'^g; avremo ajlora. 



dx _ di: 



V(*'-«-/)>V(«'H-f) -/{''-^^.-s/C'^H-A) 



; e facendo, anche, s 



^^^ , troveremo. ''* — ** 



che si integra come la. fòrmula II*: 

Se le quantità/ e^ sono- negative >, allora^ >/ e la for-i 

mula da integrarsi diviene^ — — — y^^^rr-i ;- Poniamo, in que- 

Ao caso ac* — /== s^tg — f=zht e si avrà- subito la trasformatai 

£u;endo> 5 = ^ , e si integra^^ egualmente: come la formula II*. 

Quando poi — <:.my il polinomio- non è decomponibile im 
due fattori reali binomj della forma xT<^ ìli ecco allora, co- 
me potremo avere- ir integrazione della; formula: ^^ 



»/{kx* ■+X* -¥m) 

Facciamo. *ll±i^L±^= f , ed avremo, a?" = — Ulz?!} ^ 
_ (,-y)>_4,^ ; quindi «cC. = >^ :p: ><f.(*->') ', - «d 

ja conseguenza- — - — ~ =■ ^* — *^* — 



xy x'y 



_ •'!••. ••■^»». 



— 7-^ — e- *> ovverà = -— — — j— -^ ^ — - : poniamo ora 



- • • • . • . , 

V == — % e si avrà ~ 



•»•■•-# •* 



_ ^.,. ,. che si riferisce: alla fòrmula 

D". (a). 



(a) Qaeste riduzioni'^ ed alcune altre che segaono le abbiamo tratte dal* 



\ 
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§. 156." La fonnnla (IH) del «• i<, f **^ 

presenta ancora essa diversi casi secondo le diverse combinazio* 
ni dei segni che hanno i termini del polinomio sotto del radi» 
cale, ed è facile vedere che tntti questi casi si ridncono alle 
quattro formule seguenti 

!*• A/ ( k»^*-'** - m ) » * J "^ essendo positivi : 

II' ^/ ( fap» — ^^4 -HB ) » '^ positivo , k qualunque : 

m* ^{kx*'+x*"m) * "* positivo, *; qualunque: 

I^'- VC***^**'»;^) ' ^ positivo , k qualunque : 

La formula I* si integra per mezzo di un arco di ellisse (i5a)t 
• la in* per mezzo di un arco d'iperbola; restano a trattarsi 
la U* , e la IV*. 

Per integrare la differenziale ^——^^ ^ io differenzio 

la qnantità ^^*^*'^^^^^\ e trovo 

^ f V( *4f* — Jg^ ■+!» ) \ ^ ^_^ x^dx ^ mdx , 

quindi avrò 

Il primo termine di questo secondo membro è una quanti- 
tà algebraica^ e l'altro (15») ^ nn arco d*iperbola, i di pui 
assi a 9 b sono dati per V equazioni età — 66 = 2: 9 a^b' 2= m , 



Calcolo Integrale del Geometra Bossat. Rendiamo omaggio a questo Autore # 
r Opera del quale è la sola che possa riTalizzare in ordine e chiarezza eoa 
quella di Euler; sarebbe stato desiderabile che essa si fosse estesa di piti sopra 
le scoperte moderne ^ 
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Veniamo alla formula IV*., -— — — i-^'^ -, per la gualc 

dovrem fare delle consìderazioQÌ sìd^ì a qaelle fatte oel ^. an- 
tecedeate per il caso analogo. 

Se )n = — • la fornitila diviene razionale e ncm la coinstde- 
riamo qid . Se H" > 47» > aHora la differenziale da integrarsi pren- 
de la forma -rj—^ — *'^* , ) essendo positive le quantità J 

e ^ se è positiva Jb, e negative se qnesta è negativa. 

Quando f ^ g sono positive , allora f>gi^ facendo a?* -+ 
g=^ s^ ^ f — g z=ihy quantità positiva , si avrà la trasformata 

LzL : — ?zL , di coi il primo termi* 

ne rappresenta la differenziale ( 1 52 ) di na arco d^ ipertiola » ed 
il secondo , facendovi s = -5^ , diviene — = — ^^^ :- 1 

e combina con la fòrmula 11^. del §. antecedente . 

Quando f t g fossero negative y allóra g >fy e facendo 

a?* — /= 5% g — /= A,, quantità positiva» & = ^^>siavran* 

no dei risultati simili ai precedenti*. 

Sia ora A;^ < 4772 ^ e poniamo ^C*^*"*-*^^^^ =^- avren» 

1 

Ora quella snpposizione • ci da ac* =5 — ' ^^*^ =fc 
y/ ^2:z3DLJZJS.y , 6 perciò fette le opportune riduziom^, si avrà 



* r • 



^d y 

* 

In questo secondò membro * T integrale del primo termine 
è una quantità algelHraica , quello del secondo , per essere k* — 
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4OT quantità negativa, djpende dalia rettificazione dell' iperbola 
e quello del terzo è dato dalla fornmla III\ del §. antecedente! 

• $. 157. La formula (R) del S. ic. — : . ^» 

è la più .di^Qol^sa.a trattarsi . in generale per qualnnooe valo- 
re abbia n reale o immaginario ; nel caso però che n sia nul- 
lo vj sia una quantità reale, 1' integrale di essa dipende dalla 
rettificazione delle Spioni Coniche . F ■ 

■ Infatti facciamo tz = p, e cùngiderando tutte le formule 
che possonp idar-e le diverse ^combinazioni dei segni della qnan^ 
titd sotto li radicale, si hanno cóme ai. §§. antecedenti, gue-- 
ste, quattro formai^ . ... . . 

* ■ ' * • • ^?V(l?^^?^:r-«ry i ^y^ sono positivi 

' * ' -^iv (**»-*♦ H-w)' ^ positivo, ìc qualunque 

TU» -- à «, ~~r. ■ 

■ ' * * «ve*** -»-«♦-») ' "^ positivo , k qualunque 

IV'. . ^ ,. . ^ « v( >*' H^ **->•« ) ' '*" Pos^iv'o > *. qualunque . 

lia pàma di queste iformulé dipende .{ i od) nel suo inte- 
grale dalla rettificazione della parabola , e la ; seconda da quella 
dèir iperbola .- ? • 

Per la terza, prendiamo il dìfFerenziale di i^{ìfL±flzz3J ^ 
e SI avrà 

r 

qnindi 

xW ( kx\^ *^ - w ) » * X m J y(***-l-;r^-») ' 

il primo tèrmine di -questo secondo -membro é una quantità al- 
gebra! ca , e l'altro è la formulali!', del §. antecedente . 

Per la quarta facciamo a? = 5^ , ed avremo 
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4x i*ds 



'•» ' 1 » " 



che è la qn^rta formula 



del $• antecedente . 

Se poi n fosse uaa quantità reale , allora facendo x^ 

n = — > la formula r—r — ——4?——-- — si trasforma in un*al- 

A 

tra.» la quale- si riferisee a quelle già considerate. Resta dun- 
que il solo caso in cui n sia immaginario^ € questo eccettua- 
to, gli integrali delle tre formule 

/l dx r x^dx r dx 

» 

dipendono dalla rettificazione delle Curve Coniche , Ellisse ed 
Iperbola . 

§. 158. A queste tre formule integrali siamo giunti ricer- 
cando r iotegrale di — , — -^^ i — rr^ ^ nella quale P è u- 

na funzione qualunque razionale di x i ora vi sono delle for- 
mule, le quaJi quantunque in apparenza più complicate, pure per 
ladattate sofitituzioni , possono ridursi alla superiore; ne indichere- 
mo alcune . 

La differenziale Xda? nella quale X sia una funzione di x 
e di qoel radicale che indicheremo per R , si riporta sempre 

air integrazione di -^^ . Infatti X dovendo avere necessariamen- 

te la forma ^~ , M , L , K , Q essendo tante funzioni razio- 
nali di X i si vedrà chiaramente questa riduzione 

•MjJlLa _^ ( M-4.LR XK — QJR) M K — L QR* (Q M — KL )R 

kn-QR (k-+Qa){K-QR) K' -Q»R« K*-Q*hT" — ' ' ' 

MK — LQR» (Q^fI — KL)B' l_ 

K* — Q»R» K» — Q'R» "r* 

Eai)presentiamo per N il primo termine di questo secondo 
membro , e per P il coefficiente di — , ed avremo 

"^gS = N H- I : quindi Xdx = N</« -h l"^ ■ 
Tom. Ili D 



i 
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La difFerenziale , -Jg— ---^ .nella quale P è una 

funzione razionale di a; , si riduce anche alla forma 

— -. — T^ 5 — — - . Infatti' facendoTÌ a?* = js , e supponen- 

do che P si cangi in M h- ^Vz^ si avrà 

?dx {MH.N^/«)/«: *^ 



7 v(^' 






• •> • • t 



Queste due quantità si riducono alla formula 
—, ; ^ — - — — — , facendo per la prima a = o , e per 

la seconda / = o . 

§• 159- Nei §§. antecedenti abbiamo parlato degli integrali 
di quelle formule, i quali dipendono dalla rettificazione dell'el- 
lisse e deir ipcrbola : molto guadagneremo nella semplicità , se 
riducendo la rettificazione stessa dell* iperbola a quella deir el- 
lisse , potremo' infine asserire che tutte le integrazioni superiori 
si riferiscono alla rettificazione dell' ellisse . 

Da quanto abbiamo detto al §^. 151;^. si sa che un arco di 
ellisse ( prese le coordinate nel centro ) corrispondente all' a- 

scisOT = yv^(<>^— y^ ^ essendo a il seuiiasse maggiore > h il se- 
vi ^^ — hb) 

miasse minore , e eguale a — A ^^^ :r- ; indi- 

J ^^{a'-Vb^)u^-u^-a'b^y 

chiamo per E questo arco 9 ed avremo E= — . 

Ora supponendo — ^= = j^ , sì ha 

dE = ^ ^ __lfl±«lz:J^:i^ , ovvero 

2V {(^•-i-i'-^M*-4^v}> 



t • ••••'» 



e AL COI. O INTEGRALE C A P. V. 37. 

a"H- 6' = cS aH-;6 = e, a»— ^ =/, si trova 



Facciamo ors 
l'=>l = AV(,*-y*) ^ Wir-yp Q determinando 

A 9 B in modo che qoest* equazione sia soddisfatta ^ avremo 
A H- B = I ^ Aéf* -i- Bf' = e* j quindi 



A == ~^ , B 5= —f : sarà dunque 

dE = ^ ^ ^^iCr^l? -^ """^-f'r^'Jft » ed integrando 

1 

Ciò premesso ^ poniamo .e* — y^ z=lz ^ ed avremo 

/*^^7^ = /v(.--.-).vu'-(.-/ — , ' <=•■« "PP"'»" "" 

arco' di ellisse E' di cui il semiasse maggiore = ^^ ed il mi- 
core s=: V(e* ^~/M, e T ascissa =;= ~^Ì^tt« Facciamo anche 

— j' =/^ , e SI avrà 
/• rfrV (/*-/) /"_ »^[« j_i 



« • • • 






f f{e^^r)dt . .. 



quest* espressione la prima parte è algebraica » la seconda rap- 
presenta un arco di iperbola preso negativamente ( 152) > i cui 
semiassi sono f^ y/ {è" — f')^ e V ascissa, corrispondente conta- 
ta dal centro ^ è 



I 



f '^ 



ci 

si ba 



. $6 dunque noi indichiamo p«r H quest* arco , 



/ 
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In questa guisa troveremo 



da cui si ricaverà 

• * 

H = A /^-f-i^E' — Eh-1. ^^( r-?M ^/ ( f'-4..'^r) -v 

B ^* « a a r / 



ci da 1' arco dei!' iperbola espresso per due archi d* ellissi . Si 
rammenti, che le coordinate avendo T origina «el centro ^ gti 
archi dell' ellissi incominciamo dal centro , e sono nulli quando 
r ascissa è nulla; dipiiì, al secondo membro di quest' equazio* 
ne converrà aggiungere una costante, /e determinarla io modo, 
che i dne membri si annulh'no nello stesso tempo . 

§ lóo. La riduzione degli integrali alla rettificazione dell* el- 
lisse che abbiamo insegnata nei §§. antecedenti , sarebbe di nes- 
suna utilità , quando non si conoscesse un metodo , onde avere 
almeno approssimatamente gli archi degV ellissi che rapprcsenta- 
tio i suddetti integrali, tanto per il caso di una piccola, che 
di una grande escentricità ; noi in conseguenza ci imj)ieghereino 
ora neir investigazione di serie convèrgenti ch# 'soddi&ikcciauo 
al nostro bisogno . ' 
-^. Sia BAG un quarto d' ellisse , di cui C sia il centro ^ 
S' '• Cih il semiasse maggiore = I , GB la metà dell'asse minore = 
è , r escentricità = e, e quicdi b ^=^ i/{\ — ce) . Fatto cen- 
tro in G, con il raggio GA si descriva il quadrante AD, e 
prendasi un arco qùalnnque DZ ==== ^ . Sia GP = x , PM =^, 
PZ = 2; , ed avremo x = sen (p , 2; = cos <p , y : z :: b : i , 
y d=:=: bz =^ bcos(p . Giò premesso , si avrà {Si) 

senp" ~ ce sen (p" ) = fdp V{i -^ ce sen (p") ; quest' inte- 
grale dee prendersi in modo che egli svanisca quando ?» = o . 
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Rappresetìtiamolo per E{CrP) o semplicemente per E, essea- p,. 
do E ( e , ^ ) una fnnzione dei due elementi e ? ^ , ed avremo ^^' ' ' 
allora 

BM = E(c,^) =fdpy/ii —c'senip'). 

Potremo avere addirittura V arco BM , facenda neir equa- 

rv ( I -—,— «' ) 

zione (152)» s =J — — JL^ — dar, x=ssenpi poiché al- 
lora verrebbe s = f ^ ' ~ ''"' ^ ^ eos pd(p =sfy/ ( i - c'sen p).d(f>. 

Se ci piacesse avere V arco AM-, che ha. il suo priocipio 
air estremirà del grande asse } facendo AZ = ^ , si troverebbe , 
indicandolo per F ( e , ^ ) , 

AM = F(c,^)=/d^\^(i '-ccos*(p). 

Anche qnest* integrale dee annullare quando ^ =3 o . 
Occupiamoci dell' integrazione della formula 

Se noi sviluppiamo in serie il radicale , si trova 
E(c , ^) =fdp { I - - c^senp* - — c^senp* - -p^ c*senp'^ 

-J^l:^^ c^senp^ — «e A : ^n le formule per la oonversio* 

ne delle potenze dei seni in espressioni ordinate per i scoi de- 
gli angoli multipli > ci danno 



sen(t>^ 



2 a 

I *3 Acos^p _. eés^ 



senp 



senp^ 



2.4 2' 

2.4.6 2^ 

_ 1.3. 5-7 5*<^^^3P 



2.4-6.8 2? 



3> 






6 f »* 4^ _ 
2* 


a»' 
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t c0f 6p 
a' 


*--ar 



ea 
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danque so^titpendo ed integrando > avrjBmo qaesca serie 

2.4 ^2.4 a* 2*.3-' 

a. 4. 6 ^ 2.4,6 ^ 2^^ 2*^2 2^.3 -^ 

?. 4.16.8 ^2.4.6.8*^ 2* ^•.2 2«.3 2*.^'' 

— ec. 

Nella stessa maniera potrebbe trovarsi il valore di V(c^p)p 
e si avrebbe 



Vc^(44-^ 



2.4 ^ 2.4 "^ 2^ 

2.4.6 ^2.4.$ »* 2*. 2 2^.3^ 

ep. 



-t- 


seifAP 

2^.2 


) 






H- 


6 xei» 4(p 

2*. 2 


H- 


2* 


6p 
•3 



pjg j^ Per ottenere la quarta parte dell'ellisse, dobbiara fare ^=3 

*' ' 90^ = DA, ed avremo allora senap = sen^p = senòp = ec. 
= o ; quindi indicando t la semicirconferenza di un circolo 
che ha per raggio V unità, e rappresentando per Ei questa quar- 
ta parte d' ellisse , sarà 

Ei = JLU^L.Lc^^^.liAc' — -L3^.1ii.iic^-.ecA,(a) 

9 ^ 2 2 2.4 2.4 9.4*6 2.4*6 J ^ ^ 



(a) Si ricava di qui mna regola sofficientcmence esatta in pratica per 
avere la lunghezza degli archi dei ponti ec , che sono semi - tìVim ,, Al 
triplo del quadrato del semiasse maggiore aggiungete il quadrato del semiasse 
minore , prendete il quoziente di questa somma j divìsa per lo stesso semiasse 
maggiore , e moltiplicatelo per il numero fisso 0,^854, ed avrete la, lungheZ" 
fsa cercata ,, « 



ed 
ta DO 



CALCOLO INTEGRALE GAP. V. 3I 

la qnalc serie combina con quella trovata nel Gap I. Essa tan- 
to più converge , quanto 1' escentricità è minore , o quanto me- 
no r ellisse è allungata . 

Queste due formule ci danno la lunghezza di un arco , o 
dell* intiera ellisse , quando il semiasse maggiore = i : se però 
si avesse un* ellisse , il cui semiasse maggiore fosse = a , per 

adattarvi le serie trovate , converrebbe porvi — , invece di e , 

et 

in seguito moltiplicare per a tutta T intiera serie . Infatti da- 
m' ellisse, il cui semiasse maggiore sia = cz , la sua escen- 
tricità = e, supponiamo che se ne formi una simile ad -essa 
col semiasse maggiore = i ; T escentricità di questa seconda el- 
lisse , sarà -^, e gli archi di essa moltiplicati per a, eguaglie- 

ranno quei della prima ellisse in virtii delle proporzionalità , che 
hanno luogo nelle ellissi simili • 

§. 16 1. Quando T ellisse è molto allungata, ovvero quan- 
do r escentricità e si avvicina air unità , le formule del §. an- 
tecedente non sono più convergenti , almeno rapidamente , e bi- 
sogna in conseguenza cercare altra strada , onde avere appros- 
simatamente la lunghezza dì un arco d' ellisse . 

Al fine bramato ci condurrà un teorema del Conte Fagna.- 
ni (a), il quale riguarda gli archi d'ellisse, la cui difrercnza 



(a) li Conte Giulio Fagnani , Patrizio di Sinigaglia, fiorì in Italia al 
princìpio del passato secolo , e vi sostenne T Onor Nazionale nella arena , 
che era stata aperta ai Geometri con la scoperta dei nuovi Calceli . Egli 
propose, sccoodo il sistema di quei tempi, ai Geometri tutti d'Europa la 
soluzione di questo Problema „ Sia data una Parabola biquadratica prima- 
ria , che ha per equazione costitutiva x* = y , e sia data ancora una porzio- 
ne di essa : dimando , che si assegni un* altra porzione della medesima curva 
tale, che la differenza delle porzioni suddette sia rettificabile „ Questo Pro- 
blema che allora era un Problema di prima difficoltà, no» essendo stato 
sciolto da alcuno, determinò Fagnani a pubblicarne la soluzione r.el lo- 
ffio XX. del Giornale dei Letterati d* Italia, inserendovi uno scritto, il cui 
titolo è „ Nuovo metodo per rettificare le differenze- di due archi ( uno dei 
quali è dato ) in infinite specie di parabole irrettificabili ,r • «' vedano le sue 
Opere Tom. li. pag. 317. Nel medesimo Tomo „ N^lLi sua nuova misur.% 
degli Archi Ellittici ed Iperbolici „ s^i trova alla pag. 336. il qui sopra cua* 
to Teorema ■. 
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è assignabile in linea retta. Troviamo dnaqae (jaesto teorema. 
Difièreaziaodo la quantità 

V = "'^'ì'tL^ , si ha 

{i-f*ttnp^f 

Ora supponiamo tang T == 6 tang (p , e si avrà 
<f ^ = -1 cos p* . -^^ : ma la relazione jposta tra ^ e ^, ci da 
le due equazioni 
iflZ = b ^^?^— , ^'-"-^ = b ^^ll^rJ^m , quindi ricavane 

do da esse il valore di sen ^ , e di cos p > e fattene le jlebitp 
sostituzioni-, avremo 

{t-c^)jp ^ =r rfY . \/( I — c^^os'f" ) j sarà dunque 

c'dY ^ dpV{ \ -^csenp"^ — rfTA/( i _ c^ cos y' ) , ed 
integrando 



^/{l — c^senp^)' 



Ecco r artifizio analitico del qntle fa D6o questo Geometra nella so- 
luzione dei 6001 Problemi • 

,» Un polinomio si dice trasformato in un altro negativamente simile j 
9, quando moltiplicando il primo col segno positivo » e 1* altro col segno 
,9 negativo , si trova che uno è dato per la sua variabile ^ pome T altro 

„ per la propria 9 verbigrazìa, se il binomio — ^ ^ ^ — è cangiato in que- 
,, st* altro - *'*" egli sì dice trasformato in un altro binomio ne- 

„ gativamente simile »> • 

Ciò premesso le sue soluzioni , sono sempre ridotte a questa ricerca 
u Dato un polinomio in x^ trovare per x uaa tal funzione di .uu* altra 
,, variabile z , tale che sostituita invece di x in quel polinomio lo can* 
f, gì in un altro negativamente sinùle ,> . 
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Se pertanto prenderemo un aroo qualunque DZ =i:^, ed y^g. ^^ 
un arco AR = Y , tale che tang "¥ = b tang p , la differenza ** 
dei due archi ellittici BM,AN sarà eguale alla Jinea retta 



c*$tnpettp 



Qaesta retta h la differenza delle tangenti MT,NS, di 
modo che si ha questa singolarissima proprietà BM r— AN = 

MT — NS . 

Affine di dimostrarla, prolunghiamo la tangente TM iìno in 
T' . Facendo CP == :» > e rappresentando per j>' = ( i — e' ) 
( 1 — , a?* ) r equazione dell* ellisse , si trova (79) la suttangente 

PT' = '— ^, e ,di qui 

X Vii -—xx) 

Se nelV espressione di MT' facciamo a? = CQ = pos y , si 
avrà il valore di NS , che diverrà 

NS = V(,-../y')V(l-r»my') ^ h^senp . ^^^ÌZ StpS- 

^a guisa ponendo in MT , cos <p invece di x , sarà 
MT = '*" ^ ' "^Jl^^J^^ , ed in conseguenza 

V (> — "»<>) 

3M — AN = _5!i£!!*f?iL^_ =: MT .- NS ( i ) • 

Da quest' ^equazione si ricava qnest' aljtra 
(a) BM H- BN = BA ^-flI^il^^i-V, • 

Ora se facciamo t = po'" — w , avrernp 
(3) E(c,?>) H- E(c,(^) =Ei H- ^;^YY:r?7;^r5 

7b«. ///. E 
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F'o I regnando tra p ed k questa rekziooe 
1=6 tang p . tang w . 

E nuesto è il celebre Teorema del Conte Fagnani . 
Sia Y -h 4> == po'* , ed avremo in questo caso V equazione 
tang^ = btang (p y che si ridurrà a quest' altra 

==: b tang <p , e quindi tang ^ t= -^ , tang y = v'fi . 



cotp O 1 ' ^ or ^^ 

PrenJenda diinqac tang DI = -^, ovvero tang Al = \/à, 

il punto I gì determinerà sopra il perimetro dell* ellisse un al- 
tro punto K , per il quale la differenza dei due archi RK e 
K A , sarà = i — 6 > cioè alla differenza- dei due semiassi CA , 
CB , perilchè &i avrà dall' equazione (, i ) , BK -— AK = CA — 

CB; infatti essendo tangp = -L, si ha sera^' = ^-^, cas^* = 

-^ , ed m conseguenza _,^^— |^ .= ^j^.y^ == i - 5 ^ 

jierchè e* = i — 5' . 

Questa differenza è nel tempo stesso il nrassimo della quan- 
tità __c' fffp ">' P_. come ce ne potremo assicurare cercando- il' 

*/ { l — e' se» (f>' ) '■ 

• valore di ©♦ che rende massima la funzione stessa ^ ""^^ tl^^i, 
imperocché si troverebbe sbh fi = j,^,^ , v • 

Osserviamo anche rapporto a questo punto K, che condot- 
ta la tangente bKa , terminata ai due assi , la parte ÒK sarà e- 
guale al semiasse nwggiore, e la parfe aK al semiasse minore. 

Nelle ellissi poco escentriche , il punto K è quasi al mez- 
zo deir arco JBKA , ed ÌA quelle molto allungale Y ordinata KI* 
è vicinissima alla sommità A • 

L* equazione poi ( ^ ) » qasndo feceiamo w = fi , ci dà 
2E ( e ,^ ) = E I -j. I — b, 

§. 162. l'Hutto questo premesso , riprendiamo la formula 

fd^V{\ — c'sen<p')ì la quale si trasforma come segue 
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fd(p's/ ( I — c*se/2 ^* ) = /d^ v* ( I — sen <p -4- b^ sen ^* ) = «• 
fa (p cos <PV{i -h j&* tang <p ) ; dovremo dunque integrare 

Se noi supponiamo cbe 1* arco d' ellisse non vada al di là 
del punto K, cioè che sia sempre minore di BK , il 'termine 
h*tang<^ y il quale diviene =& nel punto K, sarà sempre u- 
na quantità piccolissima riguardo al primo termine i , e si avrà 
questa serie convergentissima 

BM = /d ^ cos ?> . ( I H- -5-6' tang , (fT — ~ 5* tang (p -h 

2.4 J "Ic^p^ '*^2.4*6 J ,^osp^ 2.4.é.8 y ^x<p^ 

Ora /ff^ C05 ^ = 5ea ^ , e dal Gap. I. si ricava 

rdpsen^ = — senp h- Itang^^s" ^. i ^ ) = — . se/z ^ -b 

/ Jp sen p^ J^ senp^ _^^ ^ /* i^> sen p^ , . 2. ^^^^ ._ _5^ /* ,.^. 
cosp^ 2 * cos p* a y r^xp a * cosp^ a ^ 

i-5e«A' — *e/2fiH-i--^^> = -L . £f!L5l -i- U se/2 ?>' -b 

3 ^ T c9sp J a «**^» a. 3 

/ dp sen p^ , JF_ x^^<>^ 3^ rdpfenp^ 2. £1*^ -2. / JL ^^*^^ ^ 
tfai(p* 4 ' cax^* 4 y "ctf/4)~ 4 * rw9* 4^2 ^ox ^* 

S_rJpse>,p*y ^ 2_senpr _ J^ «. «^ ^ 3_5 / _ 1 ^^/Z tf)^ - 
2/ fw«> -^ 4 c0sp^ 2.4 r^x9* 2.4 ^ 5 

- sen (b^ — serKp ^ll±l!!LÌ.\ = 1 f??^ ^ JL3 £f!^^ _ 

3 • cosp 'J 4 t^x^* 2*4 c^sp^ 

■ 

5e/z ©^ ^ 56/2 A^ — ^^ sen h* 2^ Z ' '^ *^^ ^ ec. • 

a -4 ^ 2.4 '^ • 2.4 ♦•♦'<> 



2.4 

dunque 



(a) . . . . BM = 5e/2d ^ fi- j' h- i^ . i>5* h- LA^ . L3 6^H- 
* i. a ^ 2.4 a 2.4.6 3.4 
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Fig. i. ec.}(^sen<p^i i^'il^ ) - -L 6* . i. senp' {tangp* h- 

S- sen (b^ — sen (ò^\ — ec. 

2.4 ^ a. 4 ^ -^ 

Per avere T arco BK si farà tangp ^^ -Li seno = — ^— » 



e SI avrà 



BK = —I—H- {-ft'H-— '.-6*H--3-^.^6* ^ ec. > 

( - 7(iTHr, ^ ^ — ^*. ^ -4 * ^yr;:;^ -^ 

T > ^. 1-3 jff / ___! 1^3 ■ ' 1:3 

— i— j ^ ^— »} ^ ec. 

Ora il coefficiente di — ^ 6* è = _J__. . ^ , e quello 

^i J.JL 5« è =y '. { —} ec. ; dunque sarà , facen- 

do per abbreviare 

" 32.42 a-4.6 a. 4 

G=I — -i-5'.i 

2.4 * 

2.4.<i ^4 4 a -^ 

1.3.5 bf(± — X . i. H- ^^. - T 

•4- ec. y 

Biv = -—-—TT -<• H t — rTTTXTì •^" * L'i ^ 



la quest* ultima espressione possiam mettere invece di 
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^ l '-^^^'-^f > , la serie regolare Fig- '• 



-•(IH-*) • V* 

? \ . _. 3 i 25 i* , 36't i' 



^ V* ' 2 3 2'4 4 a. 4. 6 6 

La quarta parte danqne deir ellisse > cioè Ei sarà = aBK — 
I -4^ 6 9 giacché la differenza tra i due archi BK y AK è i — ^ 
6 , e si avrà 

Siccome T ellisse si suppoue allungatissima > cosi le poten- 
ze dì £> saranno quantità assai piccole ^ perilchè sviluppando in 
sere il valore di E i , e trascurando le potenze ottave di ò , e 
le superiori ad esse j avremo 

Ei = I — JLi'— i2.6*_ i.i^ 

4 64 64 



^(±6*H-'-^.^H-^3-=^^-^i^H-ec.)Z4, 

^ a 2.4 4 a.4r6 2,4 ^ à 

ove è osservabile che nelle due serie s' incontrano solo le po- 
tenze pari di b . 

Dopo tutto questo ci resterà facilissimo calcolare la lun- 
ghezza di un arco qualunque E ( e , ^ ) per tutti i valori di f> ; 

imperocché se tang ^ <: -77 » la formula ( a ) dà subito il , valore 

di E ( e 9 ^ ); e se tang (p > 4- , bisognerà calcolare Y arco BN 

per mezzo del suo complemento AN, che resta a compire il 
quarto delF ellisse , e questo stesso complemento si calcolerà per 
mezzo deir arco BM 9^ il quale differisce da esso di una qus^q- 
tità conosciuta ; così facendo DR =2 p , sarà HA = 90° — ^y 
e se sì prende un arco DZ, tale che tó;7^RA == btangiyiif 
ovvero tang ( 90"" — ^ ) = cof f = 6 tang I)Z , si avrà per 
il teorema del § antecedente, indicando DZ per 9 , E(c , ^') = 

^ ■*■ vl^'^:^- 'Pi-'-Ji AN = E(c, «.-) - 
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E(c,?») = Ei — E(c,^')H- ~K'-^r. • 

Pertanto potremo sempre avere 9 qualunque sia T escentri- 
cità deir ellisse > la lunghezza approssimata di una qualunque 
di lei porzione . Non ci fermeremo a parlare della rettificazio- 
ne dell' iperbola 9 e perchè questa ricerca è meno importante di 
quella dell' ellisse , e perchè, come si è veduto (159)9 la di 
lei rettificagione dipende da quella dell' ellisse medesima . Sopra 
questi oggetti si posson leggere due eccellenti Memorie del Sig. 
Le-Gendre inserite nel Tomo dell* Accademia Keale delle Scien- 
ze di Parigi dell' Anno 1786. 

§. 163. Se rappresentiamo per ^ la quantità V ( i — 
e* sen <p* ) 9 per mezzo della rettificazione dell* ellisse potremo 
avere gì' integrali delle due formale 



^ 2«l ^- I 



essi dipenderanno da questi 

/A dp . /f 

che sono le formule più semplici di questo genere . 

Per cominciare dalla seconda 9 io osservo che considerane 
do e come una variabile 9 si ha 

( ^) = ,r'"*^* ,. = --^ J ora essendo r^dp = 'E.,st dif- 

ferenzìamo questa equazione per rapporto alla variabile e 9 a* 
vremo (164) 

Differenziando quest* ultima equazione rapporto alla e, ot- 
terremo 

e quindi 
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/g = E — c (^) — c* (^^) ; egualmente si troverebbe 
/^^ = E- c(^) - ac'(^) - -lc'(^) ec; 

•/ ^f ^ de ^ ^ dc^ ^ 3 ^ dc^ ^ 

COSÌ gli integrali delle formule 

féì , y^ y /^ ec. > sono dati per mezzo di un arco d* ellisse 

e delle sue differenze parziali rapporto ali* escentricità . 

Ma qualunque sia m positiva o negativa > purché sia un 
numero intiero , facciamo 

A/iipA =^B/dp£i -t-C/d^A H-A 5<?/2^X 

C05 ^ 9 e determiniamo A ^ B > G in modo che questa equazione 
sia identica . 

Differenziamo per questo la supposta equazione, e dividen- 

■IT A 2w — 3 

dola tutta per A > avremo 

AA* = BA* H- G H- A* cos ^' — A* «e/2 ^* —.( 2/72 ~ I ) 
c^ sen <p^ cos (p^ ^ ove ponendo i — senp* per co^^*, i -^c^senP^ 
per A*, quindi eguagliando i coefficienti delle respettive poten- 
ze di sen q> , troveremo 

ed in conseguenza 

(a) • . . .(2//2 H- I )/dp^ ^ = ara(a — c^)/d(f>dk ""' — 

(ara — i)(i — c")fdpt^^^^ H- c^ bi^^^ senpcospi 
così 

per /72 = I , si avrà sfdpò^^ = 3(a — c)fd(pùi-- ( i — e*) 

y^ H- e* A «e/2 ^ C05 ^ 
per TO = a,.... .. 5/cZ^A' = 4(a --c*)/rf^A'-3(i-c*) 



fj^d^ H- e* A' «e/z ^ cos ^ 
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per /7z = g, 7/c?^A^ = 6(2~c*)/dpA' — 5(1— c') 

/A* d^ H* e* ùfsen p cos p ; 
ec. ec. 

Concluderemo di qui che 1* integrale della formula /A ** <^^ 
sarà dato per mezzo degli integrali //^ dp , /^ . 

Anzi per mezzo delV equazione (a) si potranno seinpre e- 
liminare dagli integrali le differenze parziali di E Tal di là del 
primo ordine ; infatti facendo in pssa ot = o , otteniamo V c- 
cjuazione 

fàdp^(ì — c')f^^^ rM^h^^M^^ jj^jj^ q^^^lg ponendo i n- 



ù' A 



trovati valori degli integrali , ne nascerà la seguente 

ià) ( I - e") (^) -I- ^-^ . (f ) H- E ~ ^1^^ =p, 

per mezzo di cui pòtilebio sempre eliminare le differenziali par- 
ziali di E al di là del primo ordine. 

Jj' cqu&zione ( 6 ) è degna di tutta V attenzione dei Geome- 
tri : essa esprime con la piii gran semplicità ed eleganza la re- 
lazione che passa tra un arco d' pllisse E, T escentricità e 5 e 
r angolo p del circolo che corrjsponde al suddetto arco ; è do- 
vuta al Geometra qui sppra citato . 

§. 164. In tutti gli integrali da noi ottenuti per mezzo del- 
le sèrie , abbiam cercato phe quelle fossero convergenti , onde ci 
potessimo sempre più avvicinare al vero valore degli integrali 
stessi , col prendere nn maggior punjero dei loro termini . Sen- 
za di ciò il metodo d^ integrare* per serie, sarebbe di niun van- 
taggio y mentre d' altr' onde , data la convergenza alle serie , e- 
gli è uno dei più fecondi ripieghi d'integrazione. Noi pensia- 
mo che non sarà in conseguenza opera perduta il trattenervisi 
anche un poco . 

Il metodo d' integrazionp per parti ci dà una formula ge^ 
neralissima per avere in serie gF integrali; sìa infatti dy = Xd^i 
essendo X una funzione di pc ^ ed avremo (108) 
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>• /• 



= Aa?— 7l-;^;H* ^l;^;» 2.3.4 W*'^ ^ a. 345 w**' 

H* (^ costarne . 

La qual serie , se nei casi particolari sarà <3onv.ergente , ci 
darà speditamente il valore di y . Essa è stata data la prima vol- 
ta da Giovanni BeraaUi . 

Si ginnge alla medesima serie in qnest' altra maniera . Dal 

Teorema di TajJor si ha (5} 

onde facendo (p{x)z=y, (g) = (g) = X , troveremo 
y = C H- Xa? — ^(^) H- *— (^) — cc-,come qui sopra. 
Per esempio » facciamo dy t= -^- , e verrà ponendo X = 

1 ~ r dX 



y = G -f- ì- — ^' — H* — ir — ~ ^ ec. 

la qnal serie sarà sempre convergente , finché a ed a? «aranno 
dello stesso grado . 

Serviamoci ora di quella serie generale per -dimostrare un 
interessantissimo teorema di un uso esteso nelle applicazioni del 
Galcolo Differenziale ed Integrale , chiamato da Leibniz , che 
ne fu r Autore , Differentiado de Curva in Curvam . 

Tom. IH F 



ce. 
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Supponendo che P rappresenti una funzione di dne varia- 
bili x,yj e che non possa assegnarsi 1* integrale /Pda? , si di- 
mandi la differenziale di questo integrale rapporto ad j' , e di- 
co che sarà 

(—jj^) =/(^)<^*- Se Vdx fosse integrabile a riguardo di w, 

la ricerca non avrìa difficoltà. 

Sia z =s/Pdx , e la formula: superiore ci darà 

Dunque 

(g)^r=^H«(f ) -C(^) H- 4(,^,) - eo.}. 

Ma la stessa formala ci dà 



/(^)da==a.(-)--(_)H--(^^)~-ec.;. 
Dunque 

C^i-) =/(-)<;.. 

§. 165. II Sìg. Euler nel Gap: VII. Tom. I. del suo Car^ 
colo Integrale ha data un metodo generale per avere approssi- 
matainente^ gli integrali delle- funzioni differenziali r il quale per 
guanto' si complichi nelle applicazioni pure , talvolta può esser 
di sommo^ vantaggio, quando specialmente ci manchino^ altri ar- 
tiiizi . Eccomi ad esporlo ^ 

Vogliasi r integrale della formala ¥(x)dxj indicando per 
F(a;) o* per Fqualunqne funzione di or. Supponiamo che quest'in- 
tegrale deva cominciare da x =z a y e continuare- in avanti per 
qualunque valore di x maggiore dì a: ( il discorso è Io stes- 
sa per X <:a)f e che dr più in qtiel punto il valore dell' in- 
tegrale sia data. Sia quest' integrale fF ix)dx = p{^x}= py. 
e ^(a) sarà una quantità data. 

Ora supponiamo che la dilferenza x — a sia divisa iu tante 
piccole porziooi ( e quanto ^aran minori y tanto più esatto sarà il 
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compnto ) che indicheremo per Aa» di modo che abbiasi mAfl = 

X a qualnnqne numero sia jity ed i valori di x, da a sino 

ad « , i quali rappresenteremo per .a , a' , a" , a" «e. , seguiran- 
no questa legge 

a =s Si 
a' = a .^ Aa 
a" = a' H- Aa = a -h a Aa 

Aa = a -h jjAa 



a = a 



a^*•-'>=V*""'^H-Aa=.a-:^-(«2-i)A« 
a(«) = a^*"-'^ H- Aa = a H-7nAa =.» . 
Di più , essendo F (oc) = (^) , facciamo 

t • 

,€C. ;eC. . 

.ed il Teorema jdi Tajlor ci darà le seguenti serie 
^(a').= ^(a ^ Aa) =^(a )H-JP(a )• Aa.rhT(a)X 
^ H- r(a ) . ^' H- W"{a ) • -^ H- ec. 

3 ^ ^ .2.3 ^ ' a. 3. 4 

,^(a" ) = ^(a' H- Aa) ^ f <a') H- F(a' ) . Aa H- F(a')x 



^ , ^* H- F'fa' ) .^' H- F",( a') . -^fl H- ec. 
^(a'") = ?»(a" H- Aa) = (p{a) -h F(a") . A« -i- F(a")x 
^-i- F(a").^-^ec. . 

..p(^) - ^(a<'"^)= ^(a^ — ^ H- Aa) = ^(a^"":Ì?) -ì 



F(a^"'-'^).Aa^F(a^'"-^).^-^*H.F'Ca^'"""'b^:-^e*^- 
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]6 quali sommate-, ci somministrano una serie per esprimere il 
valore di ^ ( x) > cioè 



^(a) = ?.(a)-+. Aa {F (a)^F (a' 



(i»~i) 



-f _ 



A<i* 



F (a 



{F (a) H- F (a' 



(«-!) 






F (a 



{F'(a)H.F"(a' 



F'(a 



(•-1) 



a. 3. 4^ -^ 



F"'(a 



(«-!) 



H- F (a") -f . 

} 



•+ F' (^'') •*• •••^••« ^ 



} 

■+ r (o') -* 



(AJ 



} 



F"Ca") 



> 



ec. 



Questa serie sarà tanto più comrergenrc , quanto più pic- 
cola sarà la differenza Aa.. 

Si può trovare un' altra serie per esprimere lo stesso iate- 
graie; imperocché il medesimo Teorema di Taylor de 

«•a. 
e perciò 

2.3. 
e nella stessa maniera 



ec. 



ec. r 



^( a" ) = ^( a' ) H- F( a" ) . Aa — F='( a" ) . 



À«* 



F^Ca-JX 



2.3 



ec. 
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^(a-)=^(a")H.F(a"').Aa~F(a").^'-4.F'(a")X 

è!L' — €0. 

^(a"") == Pia"') H- F(a'") . Aa - FCa"") . ^ H-F'(a-)X 
^' - ea 

a. 3 

^(a^*"^) = tp{x) = ^(a""'^^} -t- F(a?)./!ifl~ F(«)X 
èfH ^Y'(x).^ — ec. 

a ^ ' a. a 

Sommiamo tutte queste equazioni) ed avremo 

|>(a?) = <p(a)-H Aa {F (a') h- F (a")H,F (a")-* -*• 

F («)} ' 



I 



a 



{F (a)-fF (a">-»-F (a") -^ h- 

F'X*)} (B> 

àfL- /F' (aO H- F' (a) -h F" (a"') -v ^ 

a.a ^ • 



• • • • 



- ±^ {F"(a') H. F"(<^') -*• F"(o'") -f . 

F-C»)} 
-*- ec. 

serie che ci dà ancora il valore di ( « ) • 

Di queste due serie ( A ) , ( B ) potrem prendere quel nu- 
mero di termini che ci fa bisogno , secondo r approssimazione 
che si vuole nell'integrale, e secondo la grandezza data alla 
differenza Aa . 

Anzi da queste due se ne può ricavare una terza molto 
più semplice j infatti si sommino , e dividendo per due questa 
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somma ^ otterremo 



.H- 



£^ii* / F'(4) F'(*) 



2 

All' 



3.3 



{i:X-ÌH-F'(a')-4-F"(a")H. 



ùa* /F"'(«) F"'(*) 



/ ili*) _ F"' ( * ) "» 



2.3.4 ^ 2 a 

-f — ^fi_ /riLf-Vn- F""(a') -f F""(a") ^ 

,3.3.4.5 ^2 .V / V / 

2.3.4.5.6 \ a a / 

.-»•■ ce. 
Facciamone qaalche esempio . 

Si dimanda 1* integrale di j^^ nella supposizione .che «ia 

nullo quando a? =1', e che si estenda sino ad a; = 3 . ;Sarà 

in questo caso a = i , a? = a, F(«) = — » ^(«) = T—» 
^ (a) = o . Ora .essendo 

F (a;) = ^'.(,) 



;c 



F" (x) = ^(i - ».H-3) 



F" (a:) = 4(1-4^.1-^ Ir) 



ce. 
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Se facciamo Aa = -^ , avremo a= i » a' = i , i , a 
1)2) ec. ) 6 quindi 



IO 



^(-) = — ^{t-«-6 



I > a^ 1 » a 1 > 4 



• • 



• • * I* 



— H- — 1 

I ,9 2.2 / 



9 
I 



2 • 100 



\ a. V / 2.2 ^ % ^ S 



2 • 3.. loco. ^3^~ " •-/ • 1,1^ 1,1 






• H- 



li9 



(1,9)* * ^^ ^^ a ^ 4 ^/ 

{f(«~3'-t.6-^6)-^(i~|H- 



2.3^.4.10000 ^ 2 ^ ^ '4 

4 

ec. 



D) 



La qual serie rapidamente* converge , di modo che anche 
i primi due termini ci danno una sufficiente approssimazione . 

Sé mai nel fare le* sostitozioni dei valori a , tt) a" y a " ec , 
nelle funzioni F ( x) r F' ( a? ) > F' ( ») ec. r alcune di queste quan- 
tità divenissero infinite ^ senza che^ Y integrale dovesse in quel 
caso> divenire infi^nito > allora: la serie non sarebbe di alcun uso : 
ecco però il rimedia. Supponiamo- per esempia che la funzio- 
ne W(x) contenga un: termine come ~- y e che per il va- 
lore assegnato da noi alla diflerenza /^ay quando' invece <Ji oc 
si pooe aH-5Aa> il denominatore di quel termine b — a — 
5Aa divenga nullo; allora comparirà T infinito ^ di^o però al- 
la Acr un valore diverso ( del che sìam sempre padroni ) e 
quel denominatore noa si annullerà più ^ e T infinita noa avrà 
più luogo. 

Questo ripiega non varrebbe se fosse Io stesso valore a che 
facesse comparire V infinito > ed allora converrebbe ricorrere ad 
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uiKL trasformazicme della form&la differenziale in un'altra^ ove 
qacsto inconveniente non sussistesse • Per esempio la £ovmuìSL 

— - — ;; » essendo m < n divieae infinita , quando x =i a; «i 

faccia perciò a — a? = a" > e sarà ce =s ^ — a' , dx = — 
nz^ dz , e quindi — ^^^ = — nXz^^^^ dz^ che non è 

più infinita ^ quando a? = a 9 ovvero z = o . 

§. i66. Quando T integrale di una differenziale Xdx è una 
funzione determinata di x 9 nella quale la x può ricevere tutti 
ì valori possibili 9 secondo V estensione che a noi piace di dare 
air integrale , chiamasi allora integrale indefinito . Se poi in 
queir espressione j determinata V origine dell' integrale per mez- 
zo della costante arbitraria 9 si assegna un certo valore alla x , 
allora Y espressione che ne risulta chiamasi V integrala definito 
della formula Xdx ; così Y integrale indefinito è una quantità 
variabile , mentre il definito è una costante determinata . Sicco- 
me accade sovente nella pratica dover ricercare gli integrali de- 
finiti delle funzioni , e di piii questi presentano delle singolari- 
tà interessanti j che non appartengono agli integrali indefiniti » 
così ho fissato di parlarne qualche poco . 

Già nel Cap. I. ed in questo abbiamo esposte per inciden- 
za delle dottrine di questo genera > e perciò non mi estenderò 
soverchiamente sopra tale articolo . 

^^ —^ esteso da « = o sino ad « =3 i , abbiam trovato 



/ 



V( i—**) a-^ 2i ' a 



•^ V(i— *•) 1^.3-5 (2Ì--1-I)' 

ora facciamo in questo due formule generali £ = i , a , 3 , 4 ec.> 
.ed osservando che gli integrali definiti da a? = o , a? = I , delle 



CALCOLO INTEGRALS CAP. V. 

due semplicissime /espressioni /l— ^__ , C-I^^ , sono 

Integrali definiti 
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V(I-*') "" 

f x*dx _ 



l>3 *• 
9'4* a 

I.3S »• 
a. 4. 6 ' 9 



A 

A 



ec. 



x^^ix 



V(i-*') 



.3 5 

9 -4 

3 ' 5 



«^ 

; 



ec. 



Gr integrali definiti della ^rmula f-^—— , ponno facil- 
mente dedursi dai ritrovati qui sopra : facciamo a? = z* > e la 
jiostra formala diverrà C ,f^* ^, = a f * ., ; e siccome i li- 
miti £c = o } « = I danno egualmente ;s => o y js = i , co> 
si avremo 1* integrale definito di /l-£~— . , raddoppiando T in- 
tegrale .definito fjf'j* > ed in consegnenza 



/ • àx 



«•> 



1.3 



/* xix _^ J^ 
vu-jf*) a 



T? 



-Ti n ^^^ — • ^ > ec. 

Proponiamoci adesso di trovare l'integrale definito dai li- 
miti «7 = 0, a: = I della formula a"'"' 
•^1 §• 105. abbiam trovato 
Tom. Ili G 



da? ( I — a?' ) 



_. I 
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paragonando questa formula generale con quella che ci propo- 
niamo , si avrà at=i,è=— i, /2==3,pt=a«--3, 
2 = 2 , e quindi 

^ ^ ^ l»*f-2»'— I • fW -4- 21^ — 1 



ce. c?a?( I — a:ra?) 






Ora ir prmio termine di cfuesto secondo membro va a ze- 
ro , quando x — i ì dunque per la ricerca dell' integrale defi^ 
nito si ha 

Se dunque facciamo y ^ ^^'J^^ = Mi , quantità clie abbiamo> 
trovata sopra , si avrà 

per /i^ = I fx^^^dxfi - ^jr)""' =s= L M 

« 

per 72' = 3 fx^ "" 'cfa? ( i - x» )* = — ^-^ M 

X dx(i - xxY = 1:l^iA JJH 

ce. CO. 



Così troveremo gF integrali definiti per qualunque valore- 
di ttz e di » . Per esempio 

j . .^ .^... r ^^.^ -» . »^d» , .1.3 1.3 ^ 



/oc^djc f i ^ xxY = -^ r ^'^ 



;irx) 6.8 2.4 2 
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§. 167. Rapporto agli integrali definiti meritatio di essere 
esposti alcuni Teoremi , i quali rigiiardano V integrale della for- 
mula 

dpcsjjfi^ jesteso da a = o sino a = 180''. Questi Teoremi 

sono di Eulero ; egli se ne compiaceva al segno di chiamarli 
grandemeMe memorabili . Si trovano nel quarto Tomo del suo 
Calcolo Integrale , il guai Tomo è una preziosissima Eaccolta di 
tutte r aggiunte fatte da quel Geometra ai tre primi Volumi . 

Cominciando dal caso isemi^licissimo x = o , abbiam trova- 
to al S. 149, che T integrale della formula, — ?^ — ^ definito 

tra i limiti © = o ^ f> = 180*, è == __^_. —^ che cioè 



9 fr 



in questa ipotesi , si ha f — ^^ — ==^ -7^ * *• ^ ^ - 

Ora ricerchiamo ¥ integrale definito di 7— -f ^^^/^ — ; 

Ma per isca usare il radicale \/ ( a* — 6* ) , facciamo a =s 
1 ^ act^ b r=i — Q,»y ed allora v^ ( a* — 6^ ) diverrà i — - 
a» y mentre la nostra formula prenderà questa forma 

d p eos ip ^ 

( 1 H* eia — 20LCOS pY ' 

Teniamo invece di ^ la lettera a 5 ben intendendo che «ssa 
è diversa da quella adoprata qui sopra, e dovrem prendere 

r integrale definito di ^£?ii? ovvero % facendo per bre- 

vita 1 -i- aa — aa cos <p = A , di ii^I^ilì. contenuto tra i ter- 

mini ^ = o^ = 180''. La lettera i poi vogliam che signifi- 
chi numeri intieri e positivi . Per i numeri negativi basta la stes- 
sa formula dei positivi , poiché cos — i^ = cos -->• ip . . 

« 

I. Integrazione della Formula 
f±c^ da ?) = (3 sino a ^ = l8o^ 
Questo è il caso più semplice della nostra formula , poiché 
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quello nel qiiale « == o , non ha alcuna difficoltà essendo 
fd<p cos ip = 4- sen i<p ;. e siccome sen 0*=: o* seni 180° = o, 

cosi r integrale /cf^ C05 ?(p definito tra i suddetti limiti, si an- 
nulla . Se- però: quando tz === o anche £ = o ^ allora fdp = <p , 
e quindi preso ^= 180°, si avrà fdp = t» 

Per avere l' integraleyf^ii? , io incomincierò da £ = iy 

1 = 3. ce. , e così passando dai casi più. semplici ai più compo- 
sti ,. potremo avere quanto si cerca . 
Siccome; 

cosi integranda tra i prescritti limiti , sarà. 

ma abbiaui trovato- qui sopra /^^ = J^ ; dunque 

^ = LL±^ r — 2a fèssili , e- perciò^ avremo V integrale del- 

la nostra, formnla' per £ = i , e sarL 

rdpcosp> _, ,. tfy- . jjQgj abbiamo* gli integrali' dei due primi' casi: 






J — éJj 



Da questi due casi £= o, i= r potranno^ con T ajuto^ 
del seguente lemma ricavarsi tutti gli altri , nei quali i è nn 
numero intiero^ qualunque : infatti essendo tra i limiti fissati 

fdp cos i(^ = o y si avrà* 

Jip Cut p Cut ip' . 



it^aa)fS^-^aafi 



ma. e acos ^ cos ip = cos {£ < — i ) ^ H- cos ( £ -l' i ) ^ ; a- 
vremO' dunqlie 

litif fà^EUlJÈ. =: f'tpco iii-t)^ ^ ràl!lll±l}± , da cui si ri- 
cara onesto lemma 
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/ i ' a J ù. J ù. 

preso ora r =3 I > si avrà p«r il detto lemma 

r dp eot 2 » __. ìj+aa' rjpetsp^ /"^^ g(j Jq consegncnz». 

/ dpcotzp ___ ira* 

Prendiamo / = 2f , e Io stesso- lemma ci darà 

/dp eet 5p I H- <nr rdpcttzp f dp e»t p q VVerO» 
A éTJ A J ^ 

rdpcos^ = _^fL ; nella stessa guisa pjreso i = Sr si t» 

J A I — tf* 



rdpeoiAP _, ^a* pj,gsQ £ = 4 > sì ha 

J A 1 —aa *^ 

r^PS*JM s=s J!^L i. ed ia generale 

A. 



1— tf* 



ir. Integrazione della Formula 
rdpcosjp da ^ = o sino a ^ = iSo". 

§. 1 68. Il casa più semplice è quello nel qualer i = ó ,- 
dobbiamo allora integrare J^. Per questo, osservo- che la for- 
mula finita ^^ = y svanisce quando <p = o cr fJ = i8o' , 
onde facendo- ^ 

dV = ^'^ — ^^^ T - ? ovvero» 
dV = (i-f<*W^gg^^-g<^'ft j g* avrà integrando» tra quei limiti 

Ma abbianr trovata superiormente' f^ =? yr^ » dunque 
moltiplicando sopra e sotta per A > sarà ancora 
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_'_ = (, H- aa ) ff, _ aa /i^l» ; ^a dall' ultima e- 

quazione si ricava 

—^~ = T^T» J A« * sostituendo per tanto questo valore , si avrà 

1-^^ ^ "^ >'y A» i^aJ-K^ T^r~'J~.'* per li 

ohe si trova 



Di qui si ottico ambito fé^^± 



2ira 
( I — tf< j» * 



Per gli altri casi , consideriamo V integrale ottenuto al §. antec. 

~~L r^^» " *I"*^® moltiplicato superiormente ed infe- 

riormente per A , ci dSrà quest* equazione 






ap. 



( I -h aa)/^-* - ^ fUiiìpsuJi , che prende 
questa forma 

Ifjipeosii-^ \)p 

Da una tale equazione si deduce questo lemma 

/d peos{,i-^-\)p __ 1 -K< f dpeoi ìp rdpc9s{i—ì)p ^ 

Facciamo ? s= i , e questo lemma ci darà 
rdpc^,p ^i^ja I dj^^ _ra^ j_ ^^^ sostituendo i 

valori ritrovati per i due integrali del secondo membro, avremo 

/ dp . e ot 2P __, t( l-t-gg) — ir(i— tfg)» . ,_ ìraa(s — éia) 
A* {i-aaV (I-»»)» ' 

Facciamo i = a , e dal premesso lemma ricaveremo 



1—4* 
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'dp. COS'IP .^^ I -+ aa* rdp eof 2p / dpcBsP ica 



l-'M 



> ovvero 



/dp . co^ZP —. Llllf^' rdpcot^p^ ^_^^ / dpc9 
ù^ a J à* J ~A^ 

/"dp.eotQp , « y^ (4 — a^a) 

Sia f = 3 , ed avremo per lo stesso lemma 

rdp^eotjp = L'KlZl3£l) cosi 

f^i^Jp = "^f^^fl ; ed in generale 



<l^ . nt ip 



/dp .en 

. III. Integrazione della Formula 
J'jpcofjp j^ ^ __ Q g-^Q a ^ = f8o* . 

§. 169. Per il caso più semplice di tutti y^ serviamoci 
della formula 
V == Ì£!L£ , e sarà 

dV = ^'-5 — 4f^«Mf!!ll , ovvero 

cHT == C t -4- 00 T i<> cos - wo rof ^)* - 4*/p >^*ì: e scrivendo r - co$<f>^. 

invece di senp^y quindi integrado» avremo 

Aggiungiamoci ora questa forma indefinita 

s = A/^ h- B A^ > e si avrà , differenziando e riducendo al 
denominatore A.* 



aa 
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dV H- ds =z ^(i -^ aa) cos p — 4a ^ uà cos p* ^ AA* -^ 

/ .A' 

ùHdV^ds) =55 «-. 4a H- A ( I H- aa )* H- B ( I ^ aa) ^ 
\i ^ qq -— 4Aa ( i -4- <?a ) — aBa } cos ^ -f- ■{ 2a -i- 

Si determinino le quantità A > B in guisa che svaniscano 
i termini ove si trovano cos p, (cospYy e s' avrà 

•+ 4Aaa = o , i h- aa — 4A ( i r^ aa ) a - aBa = o , da cuj 

^1^±A = Ll:=j£l- , ovvero 

/( dV r+ds)^ ilz^- yg j ed essendo tra i dati limiti V = 
o ) si avrà 

« { » — aa)* rdp 

a J A> 

Pai casi qui sopra trattati , abbiamo 
•' = - f. • r^. -^- '-^:-^ • '4^-^ . .e perciò 
""^ fp = ^-^^^-^^flì^J^^ • «-^à dunque 

Per passare ai casi più complicati, si osservi che essendp 
l'i* ^^ TT^^y ' ^^ ^^^^ P^^ Piezzo della riduzione adoprat^ 



sin ora 



rrr~F = ( I -^ <z« ) /$ — aa/^,i5 , d' onde si ricava 
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fdipeup 1 -*-£» fd^ ir(l-»<^ ) . perciò 

J ~~^ì 24 J ti} 2«(i— <r#)'' *^ 

y4(3-fr3 tf«) jjgjj» articolo precedente abbi?Kn trovato 

r^jo^ __ ira«(>H-i — (t — Otfi *) . dunque moltiplicando questa for- 
mula integrale superiormeniie ed inferiormente per A> avremo 

ovvero 

aj'^ cet{ì-^i)p ^ ^y ^jg gj dedace questo lemma 



/ 'dp.eot (-i -t-ì)p _ , J-»-tf< /* «/^ <r>/ «> ^__ / V<p caf ( I — I ) ^ 
ù» a J L* J ù} 



• A • « « 



Xtf' 



-• "fi-i-I — («— I)«<»)• 



Facciamo pertanto z =: i > ed avremo 
fdpcoj^ _ ijjii-. /•^f?!^ -_ Z*^ _ _«£_- , ove sostituiti i 

valori degr integrali del secondo membro, avremo 



/dpcos 



óraa 



(1— «a)* 

Prendendo j = 2 , si ha 

y A' TT^'^' 1 i — 3 CI da 

Tom. IH. H 



\ 



58 MATEMATICA SUBLIME 
~~A* (l-^^)* ' *^"° ^ = 4> SI ha 

^^. - ==^ u=:^)^^ *■ prendendo, i. = 5 , si. trova. 

/ u' ^ Tji^Tiv ■ ' *"^ '° generale 

formula, che si trasforma in questa. 
J -T- = (Tzr^TF i- 1" -■ — ( i H- a ) ( t — a ) aa h- 



(;-l)(»--2) 



«'}• 



S c o 



LIO. 



§. 170.- Nella: stessa; guisa potrebbero' trattarsi le formale- 
nelle, quali i: denominatori fossero- A* » A^ > A* ec , ma sarebbe 
difficile- eoa questo- metodo» scoprire la legge generale che es- 
se seguono- . 

Leonardo Eulero* giunge per altre vie a: dimostrare; questo» 
Teorema- generale . 

n L* integrale della: formula-. /* i^SìlIt. , preso tra: 

J (l'+as:—2aeetp) 

1 limiti ^=0, p = i8o*' t= T,, è sempre: espresso- da questa: 
formula — V, essendo^ 

nella quale le formule chiuse tra le parentesi non* indicano fra- 
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zioni > ma i coefficienti (delle potenze sdel Linomio ^ di modo che 
^secondo questa convenzione , si ha 

onde è sempre 

Qaest' tcspressìone ^ essendo per noi p un numero intiero» 
rappresenta un valore determinato per qualunque casoi e qui si 

avverta che tutte le volte che sarà,/3 = o , si avrà ( i^ ) = i ; se 

poi /3 avrà un cvalor .negativo ^ questo simbolo indicherà una quan- 
tità nulla o sarà zero; quando j3 = a , sarà ( J5L) = i , e se |3>« 

parimente il simbolo (~) sarà = o , poiché sempre è (-^)=^ 

Iia dimostrazione di questo clegantissimoTeorema^che T Au- 
tore stesso chiama Maxime memorabile^ ci tratterrebbe di trop- 
po» e per questo noi ci contenteremo di mostrarne la verità ri- 
cavando da esso le medesime formule integrali trovate ai §§. an- 
tecedenti . Il suo immortale Autore non ebbe in principio al- 
tro mezzo che questo per dimostrarlo , mentre lo avea ritrova- 
to per la semplice congettura . 

Facciamo 72 = o , ed osservando che i primi fattori della 

quantità V sono (?^) = i; (2-^) = — I ; (^*) = yX 

-4- f \ ^ . / O -4- f 



ec. , ed i secondi C-~-) = U (^) = ^i C~) 



4 

o ec. , si avrà V = i , e perciò 

dp cos ip ^a* 

— — ™ — - ■ ■ ', ^ \ - 

ì •+ aa — 2a eot p i. — aa 

Sia n = I , e sarà 
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C---Ì) = I i (irJ) = _ { i _ , ), (i-7-J) = iii^ . 

( — .— ) = i H- I > ( T-— ) = i ; h altre formule svaniscono . 

Sarà dunque 

V t=: r -4- F — ( £ — 1 ) aa , e perciò 

r Jpcosjp ^ r.* c^^ ^ j ) _ (£ _ 1 )aa} , • 

e co«ì degli altri casi . 

Del resto chi ama le eleganti verità analitiche per se me- 
desime 9 anche quando siano prive d* applicazione y non tralasci 
di leggere tuttociò che ha rapporto a questo Teorema , e che 
si ritrova nel citato quarto Volume del Calcolo Integrale d'Euler. 

§. 171. GÌ' integrali definiti si ponno talvolta esprimere per 
mezzo di ira prodotto' cT infiniti fattori . Ci basterà farne qual- 
che esempio. Se per i noi indichiamo un numero infinito, è da 
tutti i Geometri ricevuto questo principio, che /3 -+•£ = £ H* « 
essendo uy^ due quantità finite qualunque; di qui segue che 

gr integrali delle due formule fx dx{i -- x ) yfx d!a7(i- 



n-m 



X ) r definiti dai limiti x.= Oy a; =^i > sono eguali tra loro, 

' imperocché a? è la stessa cosa che x ; e se non si vuole 
ammettere quest' eguaglianza a rigore , i risultati cui giungere- 
mo saranno approssimazioni . 

Questo premesso , proponiamoci di trovare il rapporto che 
passa tra i due integrali definiti 

fx""^^^ dx (!---*'')'' > /» dx(i —0?'') espresso per 

un prodotto d' infiniti fattori . 

Essendo (lasciata la parte algebraica cfie si annulla qnan*- 

do 07 = I ) 

fx dx{i — X ) ~ ^-^ fx da? ( I — « ) > 

se si fa m-^ n invece di m in quest* eciuazione y si avrà 
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«V » 



a ) , e quindi 



« ) 

Continuando lo stesso artifizio di sostituzione in sostituzio- 
ne , giungeremo a questo risultato 

^ « -- 1 , ^ « . » (« H-*1 (*w -»■ it - t- »)(«» -^ * -^^ g»ì ••'(»-*•* -i- '«) V 

* — » 

foT^*'"'^'^^^ dx{\ — 0?*) ^ , ove i può essere qualun- 
que ^ e noi lo supponiamo infinito • 
Egnalmente troveremo 

*-» 

/r a a? ( I — X ) 

Ora le due formule integrali dei secondi membri sono c- 
guali tra loro , perchè gli esponenti ft, ^^ in ^ n — i, m ^ 
in ^ n — I sono infiniti ; dunque 



*- 



n 



w — r . / - • V ^ 






—- -— -— • t5C# 



* 



1 
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Le lettere m ^n j(i ^k indicano numeri qualunque positivi . 
Facciamo Jt = 3 , /z = 2 , e sarà 

rf*— i^ / «.t .«»(i"H"3)'.(»-+3)(M-+5)\(»-i-4)l^*-*'2) 

y* ax{ì'^x ) 

e fatto 772 = ^ , f* = I , avremo 

fxdXy/(ì^X*) _2 Ij_5 3^ 5j_? gQ 

fdx^il^x*) 3.4*4.6*6.8 

Cerchiamo .adesso T integrale .definito della prima for- 
mula 

fx dx{i — x^) tra i limiti a? = o , a? = i . 

Avendo ritrovata qui sopra la ragione dell* integrale 

fx^'^ dx{i — x^) air altro fx^'^ dx{i — a*) ^ 

qualunque sia 11 , determiniamolo ora in modo che questa se- 
conda formula possa integrarsi . .Sia per questo jx = 72 , ed a- 
vremo 

fx dx{i — X ) = C — X ( ^ — ^ ) = • • . . 

Lzl-Lrif^lL. , determinata la costante C per annullare V in- 
tegrale quando a; = o . JPacciamovi ora a? = i , ed otterremo 

/ a a» f — a? } =--. — . ; — -r~T,-r~rz\ ^ 

*' X / L Mt t «il «J- m ì ( k -4- H I 



A * IW * ( «ff -+ » j ( * H- » ) 



3»(w-f *-*-«2_ ^^ 



( JW -f 2» ) l * -i- 211 ) 



A 
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Per esempio facciasi Jt = ;z = i ^ e sarà 
fx^'^Ux = -L • i. • AL?-±-ll .^i^L±fL ec. = i-, come già 

si sa d* altr' onde . 

Siccome poi neir espressione* generale le lettere ot , fc so- 
no permutabili y cioè ponendo una invece dell' altra 9 quella e- 
spressione rimane la stessa y così per il caso^ di a? = i 9 avre- 
mo quest' equazione 

£x dx( l — X ) =: fx '^ dx(i — X^) 

Ci siamo trattenuti sopra queste- ricerche- per- addestrare i 
nostra Lettori negli artifìz) d* Analisi , 
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Integrazioni degli Ordini Superiori ^ 
ed Integrali raddoppiati. 




§. 172. JLmAj ^. 99. abbiamo spiegato ciò che significa 



cs$mo 



questa espressione / Vdcc" : essa è V integrale n di Vdx" : 
essa esprime quella quantità Q , che differenziata n volte di se- 
guito ci dà per risultato di queste n differenziazioni la quanti- 
tà Vdx' j di modo che si debbe avere (^)dx'' = PcZa?% ov- 

Il dx" neir espressione f/Pdx' è un indice destinato a mo- 
strarci quale è la variabile rapporto a cui dessi integrare , e 
ad operazione eseguita j svanisce affatto dal calcolo ; per questo 
dee considerarsi V espressione /* Vdx* come una funzione di 07 , 
non contenente in modo alcuno dx . 

Essendo , giusta le convenzioni stabilite per V algoritmo del 
Calcolo Differenziale ed Integrale 

/'•PcZo?- = fdxf^'Vdx'''^' ^ fdxfdxf'"^''Vdx^'^'' = 

fdxfdxfdxf^ Vdx""^^ = = 



fdxfdxfdx f^dx 

quando si prenda un numero n di segni soramatorj, perchè cia- 
scuno di questi membri significa una quantità Q il cui differen- 



esnno 



ziale 72 deve essere Pdf^" ? concluderemo che per avere V ef- 
fettiva espressione Q dell' integrale /" Prfa-% bisognerà cominciare 
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dal fare con le regole oidmarìe le seguenti ìotegrazioni 
fVdx =Mm-G 

pVdx" z=zfdxfVdx t=/(M ►*. C)£Za7 =s N -4- Qx -h C'* 
S^Vdx' ^/dxfdxfVdx s= L H- CV h- C'a; h- G" 
/^Pda;* = fdxfdxfdxfVdx = H -h CV h- CTo?' h- C'a? h- G 



»— « 



/•P<ia" = fdx/dx f^dx = T H- G'« -h 

t-i aP H- ...... H- va X — f« vj 



nelle qnali M,NiL ec. , T sono funzioni di w, e C, C" ec, 
costanti arbitrarie > ed allora 1* ultima di queste integrazioni ci 
darà V integrale cercato 7 esso sarà completo > perchè contiene 
un numero n di costanti arbitrarie . 

Io credo che non abbisognino esempj; pure se vuoisene ta- 
luno , proponiamoci la formula /** ^ , ed avremo 

/' ~ == fà^fàxf% = - -1- H. G.C- H- Co? ^ C" 

/' — == /dxfdxfdxf% = - -1- lo§ X ^ Cx' -h G V ^ 



l''/^/ 



C'ar H- C 

Il Teorema di Tajlor ci somministra anche un metodo gè 
nerale per ottenere l'integrale espreso per «t-ric (Jì una «jiialùn 

que formula differenziale Pda?' dell' oidi ne «*""". Infatti facendo 
Q=/-P<ix-. siha {g) = P, (£r^) = (£), ( J^^) = 
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ora qnalanqne sia Q, il Teorema di Tajlor ci dà questa serie 
per rappresentarlo 

Q = e- -^ « (f ) H- ? ( g ) -f- H- 



id« ' 'A ^dx' 



a. 3... 



Cfl — i)^ «/*•-' '' a. 3 H^dx'^ "^ 



• » • •> 






^•a <•- •■'W* 






purché sì faccia a: = o nei termini (^), (^) ec.» adiffèren- 

ziazione eseguita ; C rappresenta il valore di Q fa questa stes- 
sa ipotesi. Se dunqufr nel seconda membro di questa equazio- 
ne^ invece dì (^) > (^jp^) ec. , poniamo i loro valori P, 

(^) ec. ,, facenda in questi a? = o , sì avrà la serie che rap^ 
presenta il valore della, funzione: incognita Q .. Siccome poi i 



,« — I 



valori di C > (-^) y ( ^ j noa sono* dati uè 

dair equazione Q = /*Pda?*,, ne dalle sue differenziali , essi 
rappresenteranno^ perciò, tante costanti arbitrarie r ed avremo ^ 

indicandole per C , C" , C" . , . . . ^ . G y 



2.3 ». 2. a t»-*-" ) ^* '-^'S- .^(»H-2) 

C^-J-Kec; 
Per far qualche applicazione di queste integrazioni , pro^ 



poniamoci la serie ^ — ^- ^ ^ r h- , — ^ >. ^ ^ c H- ec. 

della quale se ne voglia la somma , m rappresentando- qualun- 
que numero . 
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^1 



iw-*- I 



Per questo si moltiplichi il primo termine per oc , il 

secondo per x^ ^ il terzo per (xT ec. , 51 eguagli allora 
quella serie ad j/ , e si avrà 



WH-Ì 



W-+2 



H- 



.twH-3 



€C. 



(S)=»"" 



m 

X -+ X 



w 

Questa serie diviene la proposta facendovi a? ==3 i ; cosi y 
rappresenta la somma ^^ella nostra serie > ponendo a; = i . 
Differenziamo due volte queir equazione , «d .avremo 

•+ X H- ec. = '^^-— ; dunque 

Per avere in conseguenza la somma cercata nel valore di 
y y dovrem fare a? =5 1 ad integrazioni «seguite . 

Integrando per parti , si avrà j = x ff^H—^ — jT^—; e 
facendo a; = 1 fuori del segno sommatorio ^ verrà 



:v*-'i/Ai— «"rfA? 



(l_A3L 



/* 



^i — I 



x£a? s= — i onde nel nostro ca- 
li» 



so sarà 



"^ m 



Sia 772 == 1 , ed avremo JL -^ »i ' ' 



ce. 



a 2.3 '3-4 

Sia da sommarsi quest' altra serie 



w ( W -f- i ) ( fW -*- 2 ) 



-^ 



(i«H-l )(mH-2)(m-f 3) 



4-5 



. -*• ec. = I . 



(»-+2)(||»-h3)(CT -♦-4) ^^ ^^ 



Poni 



fw -+ a 



lamo y 



w-f 3 



1^/ ( 1» H- 1 ) ( w H- 3 ) 
ec. > e differenziando otterremo 



(iw -4- l)(«l -*-s)(» -f 3) 
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/rf'yv «r-^f . J» , f»-+l «-4-2 ^«^f 

{t^J = « ^ OC ^ ce ^ X. Hr ec. =s t — , e 



quindi 

e se ad integrazioni eseguite faremo a? == r , il talore di y cr 
darà ]a soimna della serie proposta: ora integrando per parti 
si tcovu 

y = 5! / f ^ — ± I* t. — a? C-— -I- /^« 

© facendo or. = i fuori del segno sommatorib , si otterrà. 



dx 



L /" *'"" '('-^Md^ r x'{\ — x) d^ 



i^/o? di» H- — foc dx — fx dx j 



^estQ valore di y diventa = —— — r> quando a: == i; dunq^ue 



•• • • •• 



— ^.— .^—.i.....— — r- - •-{• 60»' 

Niella stessa maniera potrebbera trovarsi le somme • del- 



le serie 



»/(«!!-+ I )(f/l H- 2) (W -*• 3) (IW -M)tl» -^2) (wH-3) (f»-h4) 

r r 



ec- 



•hB^-^>^__^JhBta-^H^ ^1^-^— ^— ^fc— ^ t II 



ee. 



wC'»-+ i)(«wH'a)(»»H-3)(fl»-»-4) («"*■ »)(»'-»-2)tw-4-3)(»-t'4)(»" + S) 

ec. 

e sarebbe — ; -'-- I» sonima della prima» 

>.«r«.-...w - — r; : la somma della seconda , e così delle 

altre . 
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§• 173- Nei Capitoli I e V", ove abbiara parlato delf in- 
tegrazione della formula fPdx , abbia m supposto che P fosse 
tina funzione qualunque determinata e conosciuta di x : ora può ^ 
la medesima P contenere delle formule integrali, come fHdx^ 
fSdx ec., può esser cioè una fuuzionr q>{x ^fBidx jfSdx ec, ) 
di a? , di fRdx ec. : in questo caso si dimanda come potrebbe 
aversi l' integrale effettivo della formula fp{oc^ fRdxy fSdxy 
ec. ) dx . 

Già si suppone che le formule fRdxy fSdx non siano 
integrabili , imperocché se lo fossero , si effettuerebbero V inte- 
grazioni , ed allora P diverrebbe una sola funzione di x . 

Per soddisfare in generale a questa ricerca, altro non si può. 
prescrivere che determinare per approssimazione i valori degli 
integrali f^dx , fSdx ec. , e quindi sostituiti in ^ , integrare 
la formula f(pdx con i metodi ordinar) ; si avrà così un valo- 
re approssimato di ciò che si cerca . La sagacità del Geometra 
nei diversi casi particolari dirigerà la scelta degli integrali ap- 
prossimati di fKdx y fSdx ec. , onde giungere ad un più esat- 
to risultato. 

Non ostante che gì' integrali /Rdx , fSdx non siano as- 
.segnabili , pure vi sono delle formule /(f>dx , le quali ponno 
integrarsi , o almeno ridursi alla forma di quelle trattate supe- 
\,riormente . 

Per esempio, vogliasi il valore dì fVdx fRdx ^ e suppo- 
niamo che /Vdx sia integrabile ed = X ; avremo secondo la 
regola d* integrazione per parti, chiamando z il ricercato in- 
tegrale 9 

z = /Vdx/Rdx = X/Rdx — /Xkdx . 

Così r integrazione della £or txmU fPdx/Qdx^ la quale 
conteneva due segni sommator; , è ridotta ad integrazioni di for- 
mule che ne contengono un solò. 

Egualmente proposta la formula differenziale /Pda? {/Rdxy 
nella supposizione che fPdx = X , ne cercheremo V integrale 
in questa guisa : 

/Vdx{/B.dxy ^iCi/Rdxy — n/XRdx(fSidx)''^\ e l'e- 
spone«-e n sarà scemato di un* unità . Se XRdx sarà nna quantità 
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integrabile, si potrà eoa lo stesso mezzo far dipendere Y iategrale 

fXRdx{fBdx) da un altro in cui T esponente sia anche 

scemato di un' altra unità , e così di seguito > finché si giunga 
ad un esponente = i ^ ed allora ci troveremo nei caso, sopra 
considerato • 

Lo stesso artifizio è applicabile alle formule 

fVdx {/RdxY {/Tdxy ec. Basti averlo accennato. 

Supponendo che J?dx non sia integrabile $ si ha 

z =^fVdx/Rdx z=fVdxXfRdx —/RdxfPdx 

così per avere in quel caso il valore di fPdx/Edx^ possia- 
mo prendere V integrale approssimato di fRdx ^ e moltiplica- 
to per Vdx^ integrarlo di nuavo> ovvero, se ciò sia più como- 
do , servendosi di quest* ultima formula, j3rendere Y integrale ap- 
prossimato àì/Pdxy e moltiplicato per Rdx, integrarlo di nuovo • 

Per esempio, cerchiamo T integrale di ^ f^JL.. 

L' integrale approssimato di -— è ( 1 64 ) 

T-f?^ = _*— ^ — ?-l — H- — ~—T7 H* €C. f e quindi 



/_ dx r dx ^ r xdx ^ ^. 



t • « ' • « s 



f 'SÈI j, ec. 

Gr integrali di questi termini si ottengono per le regole 
date al Capitolo L 

Ma sarà miglior partito prendere la serie che esprime T in- 
tegrale f- ^^ . Infatti 

dx r^^ f . . (à-^xY . 3(tf-+"^5 



VC" — (tf ^ *)") 



/dx { . H- '-^^ H- ^F^ -^ ec.) 



(w -J. a) -^.tiiil' -h 2il±^ H- ec, e perciò 
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Ar. sen ( a ^^x ) x log ( a h* ^ ) 



essendo C la costante > che porta T integrazione . 

§. 174. Se per 2- noi indichiamo una funzione di due va- 



m^m 



riabilì x^y abbiamo detto al §. 35. che (7-^1?)^^*^^ e- 



esimia 



sprime la differenza parziale (m ^ n) della stessa z presa 
;7z volte rapporto ad 5(; , ed /z volte rapporto ad y . Ora data un' e- 
spressione differenziale Vdx'^dy" si può ricercare quella funzio- 

^ ^# tf^s ^w 

ne z > il cui differenziale parziale (m ^ n) sìa appunto 
Pcfa;"cry', di modo che debba aversi {^^Jdx'dy'' z^l^dx-'d/, 

-^^j^J = P» Questa funzione z si chiama T inte- 



graie ( ra h* /z ) di Vdx'^dy' preso ot volte rapporto ad x 9 
td ;z volte rapporto ad ^ y e si indica così 

:5 = / Pcfwt?" dy' i di modo che queste due equazioni 



P, 2^=/''^^Pd:c-cfy"^ 



dicono in sostanza la medesima cosa ; sono due equazioni, sim- 
boliche, delle quali data una, ne segue subito V altra. Il da?", 

dy" in / Vdx'^dy'' sono due indici destinati a svanire dal 

calcolo ad integrazioni eseguite ; essi servono ad indicarci quan- 
te sono le integrazioni che debbono farsi riguardo ad a; , e 
quante riguardo ad y . Nel nòstro caso dobbiamo integrare m 
volte rapporto alla variabile or, ed /z volte rapporto allajf. 
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Le formule ) come / Vdx" dy' si chiamano Integrali 
raddoppiati , perchè dobbiamo integrare, relativamente a da© 

variabili; egnalmcnte le formule, come/ Vdx'^dy'du^ 

sopra le quali potrebbero farsi delle riflessioni simili a quelle 
fatte per le prime , si chiamano Integrali triplicatici perchè 
debbono eseguirsi le integrazioni relativamente a tre variabili t 
e così di seguito . Si avverta che gì' indici ed esponenti insie- 
me t/z > 7Z 9 Z debbono essere intieri; senza questo, queir espres- 
sioni sarebbero sin)boli di quantità immaginarie, secondo ciò che 
abbiamo dimostrato al §. 114. Se quelle quantità fossero nega- 
tive , allora i segni integrali appartenenti alle variabili , cui com- 
petono gli esponenti negativi , si cangerebbero in differenziali . 

§. 175. Supponiamo ora che le variabili x^y^u ec. , sia- 
no indipendenti tra loro , di modo che una non senta la varia- 
zione deir altra ; in seguito considereremo il caso in cui tra 
queste variabili regnino delle relazioni determinate . 

Incominciando dagli Integrali raddoppiati più semplici, pro- 
poniamoci la formula p Vdxdy = ffVdxdy , essendo P una fun- 
zione qualunque di .t e di j' . 

Per ritrovare T effettivo valore di ffVdxdy conviene in- 
tegrare due volte una per rapporto ad x , T-altra per rapporto 
ad jy , ed è indifferente V ordine da seguirsi nel fare queste in- 
tegrazioni : si può incominciare prima dalla variabile a? , ed in 
seguito integrare rapporto ad jy , e viceversa ; essendo poi que- 
ste due variabili indipendenti tra loro, considereremo costante 
la y quando si integrerà rapporto ad or ; ed in seguirò costante 
la X quando si prenderà V integrale rapporto ad ^ ; il tutto è 
conforme alle regole di diflt^renziazione . Incominciando dilT in- 
tegrazione rapporto ad a? , e rappi esentando per M •i* C T in- 
tegrale jPdx in questa ipotesi , avremo 

ffVdxdy = fdyfVdx = /cfy ( M h- C ) =/Mdy -\^fCdy . 

Ora sia Nh-C' T integrale di MJy rapporto ad ^, e si otterrà 
//Vdxdy = /dy/Pdx = N ^ Cy ^ G . 

in qncstn guisa avrem trovato Y integrale completo che si 
. cercava . Le quantità C , C sono le due costanti arbitrarie che 
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portano 1* integrazioni . La C , che è V arbitraria, allorché si in- 
tegra rapporto ad x > sarà una funzione arbitraria di tutte le 
quantità costanti ed indipendenti da x ; essa potrà dunque esse-- 
re una funzione arbitraria di 7 , e perciò fCdy potrà rappre- 
sentarsi per una funzione arbitraria (p{y) ài y . 

Egualmente la CT^ potrà essere una funzione arbitraria V{x) 
ài Xy e perciò faremo generalmente ffVdxdy = N h- ^(^) H- 

Saremmo giunti allo «tesso risultato 9 incomiaciaudo T iate« 
grazioni dalla variabile y . 

Facciamo qualche esempio. 

Vogliasi il valore dell' integrale ffJL^^ . 
Inoomiaciando ad integrare rapporto ad ^^ avremo 

JJxx-^yy J J x9-¥yy 

Incominciando dalla variabile a; ^ avremmo trovato 

Ecco come potrem riconoscere V identità di questi due in* 
tegrali . 

Essendo Are. tcmg ~ = ^ — Are tang ^ 9 indicando — 

y 2 ^ 9Q % 

un angolo retto ^ ed avendosi 

ATC.t<ms3. = i_ÌH.|L_^lH- ec, saA 
fitAr^.t<mgJ- i H- £1; - -fi H. £l - eo. 



félArctang^ = ^Zy — 2. ^ il _ JlL ^ Jl\ — ec; 

^jf Ojr a*' «^^9«» a«,«» 49*' 

Toro. ///. K 
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ed il primo termine di questo secondo, membro» essendo una fun- 
zione di y soltanto >. potrà considerarsi come- contenuta entro la 
funzione arbitraria , ed allora i due risultati sono» identicamen- 
te gli s^'essi. 

Quando le integrazioni ponno effettuarsi senza ricorso ad 
artifizio di^ii'asformazione ,. T identità si manifesta da se medesima:: 
per esempio : 

I» H- I » -I- I 
ax y. 



(|»H^I)(«-*tI) 






ffa!ìty^dxdy:^afdyfx''y'dx = afdyA^^—^^f^l Jj 



ffi-fri' li-h r. 

•X y. 



In generale», per avere T integrale di unst differenziale par- 
ziale Vdx dy 9 dòvrem fare m integraaioni; rapporto ad Xy ed' 
n rapporto ad. jc: è poi indifferente l'ordine da seguirsi in que-^ 
ste operazioni. Ogni volta però cBe- si fa- un' integrazione rap- 
porto ad ocy aggiungeremo^ ui/ arbitraria funzione ài yy ed: ogui 
volta che integreremo rapporta ad j^,. aggiungeremo» un'arbitra- 
ria funzione di or j onde terminate tutte le integrazioni , si do- 
vranno trovare nxv ntrmero» m^^n di arbitrarie r tra le quali 
vi saranno m funzioni? di x r ed tv funzioni di y . 

Quantunqrue sia facilissimo^ estendere queste dottrine agli 
integrali triplicati > non ostante consideriamo la formula. 

f^ Vdxdydu - 

Per questa conviene fare tre integrazioni, ed è indifferen- 
te cominciare da x^ Az y y o da u. Quando^ s' integrerà rap- 
porto ad a? dovrem considerare costanti yy ed u\ quando- inte- 
greremo rapporto ad y^ saranno^ costanti a? ed r^; ed infine quan- 
do si prenderà l'integrale rapporto ad Uy saranno costanti là a? 
e la jf . In ogni integrazione aggiungeremo> un' arbitrari» che po- 
trà esser funzione delle quantità che sono» conwdferate costanti 
in queir integrazione ; così terminate tutte le integrazioni si tro- 
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veranno nel risaltato tre arbitrarie p{yyii)^ 'V{x^ìu)i^ ^(^^y) 
che saranno respetti va mente funzioni delle quantità cont<3nute 
tra le parentesi . 

Gli andamenti che possiamo 'seguire nel fare questa tripli- 
«cata integrazione sono indicati da queste «ei formule 



{ 



=fdxfdyfVdu 
=/dx/du/Vdy 






i/dyfBdx 

^/dyfdufVdx I 
fdyfdxfPdu ] 

le quali danno tutte lo stesso risultato . 

§. 126. Neir integrazioni della differenziale parziale Vdxdy 
abbiam supposte le variabili x ^y indipendenti. In virtù di que- 
sta ipotesi abbiam potuto riguardare una di queste variabili co- 
me costante, allorché s'integrava relativamente all' altra > e sta- 
bilire che le due arbitrarie portate dall' integrazioni , esser po- 
teano rcspettivamentc funzioni di a; , jy . 

Questa istessa indipendenza dà luogo ad una importantissi- 
ma considerazione sopra V integrale duplicato ffVdxdy . Otte- 
nuta Ja funzione F(5c,jy), la quale esprime quest'integrale! 
supponiamo che esso debba essere esteso a riguardo di x sino 
ad a? =^ ò , ed a riguardo di y sino ad j/ = ^ senza che d' altr' on- 
de vi sia alcuna dipendenza tra è e ^ ; basterà per questo por- 
re a? = i in F ( oc , j; ) > ed avremo allora ffVdxdy = F ( 6^ /3 ) . 

Ora si può giungere al medesimo risultato ancora in quest' 
altra maniera : cangiata la formula ffVdxdy in fdxfVdy , si 
cominci al solito a cercare 1' integrale di Vdy nella suniK)s zio- 
uè di a? costante^ e sia questo integrale f( a; >^ ) ; ci resterà 




esteso sino al suo termine a riguardo à\y. Essendo /3 una quantità 
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costante ed indipendente da Xy come era ff{ocyy)dx == 
'F {x iy) integrando nella supposizione di y costante ^ così sa- 
rà ff{ a?,/3)d^==F(wr,^); facciamovi x = b j ed avremo 
^ ( ^ > /^ ) P^i' rappresentare T integrale della formula esteso si- 
no al limite di a? = 6 , j^ = /3 . 

Quindi concluderemo , che essendo le due variabili indi- 
pendenti y è lo Stesso sostituire a? = ò , J' = |3 neir integra- 
le duplicato ffPdxdy , dopo avere eseguite le due integrazio- 
ni , ovvero sostituire ^ == /3 dopo aver integrato rapporto ad y 
ed X = b j dopo V integrazione rapporto ad x . 

Ma se le due variabili x ^y hanno tra loro una tal rela- 
zione per la quale nel fine e nel principio dell' integrale i va- 
lori di y debbono essere determinati per quegli di * , essendo- 
ivi una di queste variabili funzione dell* altra , per esempio y 
funzione di » , allora la cosa passa assai diversamente. Integra- 
ta la formula Fdxdy prima per rapporto ad y , come se le va- 
riabili fossero indipendenti, ed ottenuta una funzione F(^>J')H=- 
C = /Pdyr conviene > prima di fare la sccontla integrazione , 
estendere quest' integrale sino ai punti ove la y abbia quello 
stabilito rapporto con la x ; imperocché Y estensione deir intc-. 
graie rapporto ad y dipendendo da ar> dee considerarsi come 
una funzione di a;, e per conseguenza debbe influire nella se- 
conda integrazione riguardo ad x . Per questo , supponiamo che 
al princìpio deir integrale debba essere y =1 p^x) y ed alla fi- 
ne ^= p'ix): essendo G un' arbitraria funzione di Xy deter- 
miniamola in modo che V integrale abbia il principio voluto, e 
sarà C = — F(a?, ^(je)), onde data la conveniente estensio- 
ne air integrale riguardo ad y y si avrà /Pcfy ^=^\x^p\x)) — 
F{xj(p{x)). 

Indichiamo questa funziona dir wt?^per 'v{x)y ed avremo 
ffVdxdy = f-^xdx , che si integrerà con le regole ordinarie. 

Rendiamo per mezzo di escmpj piii chiara la dottrina d^ 
noi stabilita per gF integrali doppj , quando le vaiiabili sono di- 
pendenti tra loro. 

Abbiasi la differenziale parziale dxdysji^a — x^ — y ) 

e se ne voglia T integrale doppio ffdxdy v/ ( a' -- a?* -- j^* ) 
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nella supposizione che rapporto ad y T integrale debba esten- 
dersi a dei confini > nei quali sia tra a? ed j^ questa relazione 

sia 
y ^ X ^==^ €L ^ 

Le regole ordinarie d' integrazione ci danno ( supponen.* 
do in questa prima integrazione x costante ) 

a?* > At. sen ,, / — — : avremo donane 

t 

fdxfdyy/{a' — «* —y ) =/da? {^y^/ia* — a?' — / ) -*. 

i. ( a' — a?* ) ^r. 5e« -jr-J^T, > ^ 

Neir eseguire questa seconda integrazione riguardo ad y ^ con- 
viene prima estendere il primo integrale sino ad j' = v'(a* — 
a?* ) : facendo dunque , prima d' integrare ^ y =z ^(^aa — xx) 
sotto il segno sommatorio^ troveremo 

/c£«/dj^V(a* — *• — /) ==/d^ {o H^ i(a^ - 0?*) . ^} =. 



—/( ^ — x^)dx f e quindi 

4 
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fdxfdy V ( a* — «• — / ) = ìL ( oa» — ?^ ) H- C , essendo G 

nua costante arbitraria che porta V integt^zione . 

Per farne uà altro esempio 9 io osservo che l'area compre- 
sa tra r ascissa 9 V ordinata 9 e V arco di una curva 9 ha gene- 
ralmente per differenziale ydx ; di modo che se rappresentere- 
mo per z una funzione delle due coordinate 079^9 eguale al- 
lo spazio suddetto 9 si ha sempre ( — ) da? = ydx . 

Ora prendiamo la differenziale di qùest* equazione rappor- 
to ad ^ 9 ed avremo ( jy- ) dxdy = dxdy : dunque concludere- 
mo che lo spazio compreso tra V ascissa 9 Y ordinata 9 e V ar^ 
co di una curva 9 è una tale funzione delle due coordinate x 9 
y 9 che la* sua differenza parziale presa per rapporto ad 5C e 
ad j^9 è eguale a dxdy ; risulta di qui che lo stesso spazio sarà 
eguale all'integrale duplicato y/Vfjcdfy 9 ed avremo z =:f/dxdy. 
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U integrale poi rapporto ad y dovrà estendersi sino ai ponti nei 
quali y ha con la variabile jx Ja relazione data. dall' equazione 
della curva. 

p- Ciò premesso ^ proponiamoci dì trovare la «nperficie del 

circolo ERHQ , riferito ai due assi C A ^ GB . Sia il raggio e ; 
CF =/, FG c= gr coordinate del centro^ CP = ^, PY = j^t 

ed estendendo Y integrale rapporto ad y sino nlla periferia 9 o 
trasportando iil punto Y nella periferia del circolo, ivi avremo 

Ora ffdxdy =^Jdxfdy ^=fdx ( j' -*- C ) . Se dunque a 
estende quest' integrale rapporto ad y dal punto Q al punto R > 
siccome «i ha y = g^ i/{<^o — {f — a? )*)^ e si :suppone che 
questo integrale sia nullo quando y ha il minore dei due va- 
lori ^ €i avrà fdy =z y — .g"H- ^/ ( e* — (/ — ^V ) y o^e fa- 
cendo j^ = al maggior valore ^' H- V ( e* — {J* — ^T)^ otterremo 
fdy = a\/ (e* — (jf — a? )* ) 1 <5he «ara T integrale rapporto ad 
y esteso da un limite air .altro • Avrem dunque 

ffdxdy =: 2fdxYicc—if— X r) == e' — (/— a7)\/(cc -- 
(/ — xY) — ce Ara ^e/z tf . 

Determiniamo C in modo che Y integrale svanisca , quan- 
do X :=:f — c , ed avremo allora la superficie del segmento 

QER=:iL ce — (/— a)v/(cc — (/— ^)*) — ce Are. 



seri 



'2 



Estendiamo quest' integrale sino Vid x =f^c^ e si avrà, 
ce Are. sen -^-^ = — ce Are. sen 1 = — —ce^e però la su- 

perficie ERHQ = Z^ee ^ — ce =^ ^^ee , come si sk . 

In questo §. abbiam supposto che s* \ncomincino le integra- 
zioni da y ; potriauo invero incominciare da a: > e tutto sareb- 
be lo stesso . Fatta la [)rima integrazione rapporto ad a? come 
se y fosse costante ^ dovrebbe in questo primo integrale sosti- 
tuirsi invece di x il suo valore dato per ^, avanti di incominciarsi 



r^ 
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la seconda integrazione rapporto ad y . Basti aver fatta questa 
avvertenza una volta. 

§. 177. La ricerca degli integrali raddoppiati //Pda7c?y ta- 
lune volte SI rende molto più semplice per mezzo della trasfor- 
mazione delle variabili . 

Prendendo in vece di x una certa fbnzìone di due nuove 
variabili t eà u^ e parimente prendendo per y un' altra funzio- 
ne delle stesse f ed m , si può sempre trasformare V integrale 

dogpio /fVdxdy , ia quest^ altro ff¥dtdu , nel quale P' è una 

funzione di t t dì Uj e V integrazioni debbono farsi relativa- 
mente a queste nuove variabili. Noa si ponno dare regole ge- 
nerali sopra la scelta delle funzioni da sostituirsi invece di x e 
dr y ; talvolta giova rilasciare una di queste variabili y facendo 
la trasformazione a riguardo deir altra r considerata allora come 
funzione di una nuova variabile t, e della variabile che è re- 
stata ^ insomma tutto dipende dalla sagaeità del Geometra » e pe- 
rò importantissima dar la regola generale di questa trasforma'zio- 
ne r la quale non ben seguita da taluni Geometri r li ba fatti 
cadere ia gravissimi errori. 

Sia duncjue da trasformarsi Tintegale duplicato» yypda?c?y ; 

essendo P una funzione di x e di j^ : incominciamo a trasfor- 
marlo soltanto» a riguarda di y supponendo che debba restare la 
x: . Per questa indicando* per u una'altra variabile , riguardiamo y 

come una funzione di a? e di z^ , di modo che sia d[y= Vdx ^ Qdu : 
ora data air integrale duplicato //Pcf^ccf)? la forma /cfoc/Pdfy , nel 
prendere V integrale fPdy conviene considerare x come co- 
stante , e perciò avremo in questa ipotesi dy = Qdu ; dunque 
ffVdxdy = fdxjTPQdu = f/VQdudx y e così il nostro inte- 
grale duplicato dipenderà da un altro in cui le integrazioni deb- 
bono farsi rapporto ad x e ad u . Si avverta che in questo se- 
condo integrale il P è una funzione di a; e di zr, giacché ab- 
biamo tacitamente supposta di aver da esso eliminato y per mez- 
zo della funzione di a; e di Uy che gli è eguale . 

Trattiamo adesso T integrale duplicato f/PQdudx come ab- 
biam trdCttBto /fPdxdy y e supponendo x eguale ad una funzio- 
ne di z^ e di f , per cui si abbia dx = Rcff h« Sdu > avremo 
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fdu/PQdx =^/du/PQRdt^ poiché la supposizione di u costan- 
te neir integrazione yPQdx , ci dà d^ = Rdf , ed in conseguenza 
f/Vdxdy = ffPQdudx = /fPQRdudt , ove si vede che 
neir ultimo integrale duplicato le integrazioni dovran farsi rap- 
porto ad z^ ed a i( . 11 P è una funzione ài t e di u^ poiché 
dopo aver da esso eliminato ^ , vi si elimina la x ponendo il 
valore^ di questa variabile dato in ^ ed u . 

Introduciamo subito invece di a? e di ^ due nuove varia- 
bili t ed Uì tali che sia do? = Rrff -i- Sdu 9 dy = Tdt h- 
Ydu: se neir equazione supposta qui sopra dy = Pcia7-+ Qdu 
poniamo per dx il suo valore ^ avremo dy = PRdt h- (PS-+- 
Q) du^ e perciò sarà PR = T , PS h* Q = V , d' onde si 

ricava P = |^i^H-Q = V,e quindi QR = VR ~ ST: 
r integrale duplicato ffVdxdy sarà adunque ridotto a questo 
//P { VR — ST } dtdu I essendo dx = Pidt h- Sdu^ dy = 

Hdt H^ Ydu . 

Le integrazioni dovranno farsi rapporto ad i^ e a f . Ese- 
guita r integrazione rapporto ad una variabile u per esempio, 
converrà porre invece di u il suo valore dato per f , ed in se- 
guito far la^ seconda integrazione rapporto a f . La relazione 
tra z/ e f si avrà ponendo nell* equazione tra x^y^ invece di 

X e di y ^ i respettivi valori in ^ ed zz . 

Saremmo anche giunti allo stesso risultato in questa guisa . 

Vasto f/Pdxdy =^fdy/Pdxy e fatto dx =z B.dt ^h Sdu $ 
dy = Tdt H- Ydu ^ neir ipotesi che y sia costante quando si 
prende V integrale fVdx , sarà o = Teff H- Ydu , e perciò in 

questa istessa ipotesi du =: — -^dt y da? = Rcff — —■ dt =s 
dt { "^~^T } , e quindi fVdx = /^^^^ dt : sarà dunque 
f/Vdxdy = ff^L^ Vdtdy . 
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6« fp'^y- ^^tdy ^fdtf^^ Vdy, e siccome ncir in- 
tegrale /'^Xjtil 'pdy debbe considerarsi t costante , così si a* 

vrà dy = Vdu^ ed in conseguenza 
ff^l^Vdtdy =:/dtARy - ST)PJi^-=//(RV - 

ST ) Vdtdu come sopita . 

Se nella trasformazione dell' integrale duplicato ffVdxdy i 

avessimo tenuto r ordine inverso cominciando qn^st' operazione 
prima da j^ e poi da x » saremmo giunti a quésto risultato 

ffV { ST -- RV } dtdu , dal che si dedurrà che la differenza 

RV — ST debbe sempre prendersi positivamente . 

Da quanto abbia m qui sopra veduto 9 resta dimostrato che 

r integrale doppio ffVdxdy ^ ove le integrazioni debbono far- 
si relativamente ad a; e ad j^ > sì trasforma in altro 9 ove le 
integrazioni sono referite a due altre variabili ti u ( essendo 

tra X 1 y it 1 u queste equazioni dx = Rrff h* Sdu ^ dy = 

Hdt -h Ydu ) se invece di dxdy poniamo db (RV — SJ!)dtdu^ 

e prendiamo quel segno che rencle questa quantità positiva , quin- 
di sostituiamo in P invece di a? e di jr i respettivi valori da- 
ti per u e t , 

* Non sia inutile osservare quanto ci saremmo allontanati 

dal vero, pretendendo di sosiituire per dxdy il prodotto 

(Rcit ^ Sdu) {Tdt^Vdu) = RTcf^'H- (RV^ST)rfr/rff H- 
SVdu* y che è ben diverso dalla vera quantità *= ( RV •— 
ST ) dtdu . • 

§. 1 78. Facciamo qualche esempio . . 

Sia P = I , abbiasi cioè V integrale doppio ffdxdy , tra 
le CT>i variabili sussista qnest' equazione e* = (/ — x)" 

Tom. Ili 
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Per farne la trasibrmazioae, poniamo jf •— 




g — y =^ ««_____. , ed avremo primieramente ^ = e , quin- 
di differenziando 

dx = ~ -77-4--: dt H- —- ^ da 

dj» = TT^-^ ^^ ^ — T du : sarà dungne 

=t (RV — ^)dtdu == (r— ~ H- *"* ì ss Ié!Ì!L, ed 
in conseguenza 



m\ 



Ora neir ipotesi di u costante , si ha 



« « 

— i — dt = — 5 — . — tti dunque facendo jf = e , éi avrà 
Riprendiamo V integrale doppio trattato al §. 176, ffdxdy 



(a* — »*. — y ) , tra le variabili del qnale regna T eqnazio* 
ne a' = a?* -+• J'* • Se facciamo or = -rr-^ — ^ » J' = ^rr^- — ^: > 
si avrà a;' ~i- y = t^* , V ( a* — a' — ^' ) = -v/ ( a* -^ *' ) , ed 
invece di dydx , la quantità J^t- ; dunque 

//d»<ir ( a* _«•-,•/ = //'^'Y j:'.""' • 

Faremo ulteriori considerazioni sopra l' integrazioni di que- 
sti esempi in altro luogo . 

Abbiamo detto che talvolta si può cangiare soltanto una del- 
le due variabili x ^y . 

Sia proposta la differenziale parziale 
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1 dxdy 1/ ( ->^!* -*■ f ^-y t p; ±ff^Jy^.±^^ , nella quale P e Q sono 

funzioni razionali ed intiere ài x e di y . Questa formula, non 
facendovi alcuna trasformazione , si ricusa a qualunque integra- 
zione , sia rapporto ad a? o rapporto ad y . Per poterla integra- 
re almeuo relativamente ad una variabile 1 facciamo 

y/ ( i^^^^t^y-^cy^-tfx^sy^h ) ^ ^ ed il valore di y ricava- 



to da quest' equazione sarà della forma A -{- B^ ^ y/ (^ G 
Dx H- Ejc* ) , essendo A , B , C , D , E tante funzioni di t . 

Preso il valore di dy a dovere y supponendo x costante > 
non si conterrà in esso altro radicale che v^ ( C h- T)^ H- Ex" ) : 
introducendo dunque la variabile t invece di y nella differen- 
ziale proposta , la trasformata conterrà soltanto il radicale 
\/ ( C H* Tìx -4- Ea?* ) 9 per il che V integrazione a riguardo di 
X potrà effettuarsi per mezzo degli ^rcbi di cerchio e dei lo* 
garitmi . 

^. 179. Si ponno estendere queste dottrine agli integrali tripli^ 

cati ec. Infatti consideriamo V integrale triplicato fffTidxdydz ^ 

e supponiamo che nei limiti dell' integrale a riguardo di z ) deb- 
ba esservi una relazione tra x^y^z che rappresenteremo per 
z ^=^V{x iy)% e che in quelli a riguardo di y debba sussiste- 
re tra X ed y un'equazione determinata y'=zf(^x)* Di pili 
sia Z funzione "qualunque di x^y^z* 

Diamo al nostro integrale triplicato questa forma fdxfdy x 

jlLdz\ quindi incominciando a {)rendere secondo le ordinarie re-^ 
gole d* integrazione r integrale di Zc/2, considerando ar,^ co- 
stanti , poniamo che sìa /Zciz=i' (^>J'»5;). Sostituiscasi in 
questa funzione invece di «>F(a?,jf), e si avrà 

fffdxdydz . Z ^/dx/dyfZdz = /dx/V(x,y,V(x,^))dy. 

Prendiamo T integrale di 'ìr{x ^y ^'P{x^y))dy nella sup- 
posizione di X costante e questo sia ^'{x^y)i ed avremo po- 
nendo neir integrale trovato f { x ) per y , //fZdxdydz =3 
f'^\x^f{x))dx: in fine integrando quest'ultima formula, sia 
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'ir'{x)y'¥'Xv) qnest' integrale , ed avrem trovato il dimandato va- 
lore deir integrale triplicato proposto • ' 

Volendo poi [ler V integrale triplicalo fare una trasfor- 
mazione simile a quella fatta nei duplicati : ecco come ci re- 
goleremo . 

Se si volesse cangiare una o dure variabili soltanto 9 si a- 
vrcbbero le medesime fonnule del §. antfccedentc ; supponiamo 
dunque che vogliano cangiarsi tutte e tre. Siano per questo tre 
nuove variabili t jUybi y e si abbiano le tre equazioni 

dx = Vdt H- Qdu H- Rd(0 , dy = Pdt h- Q'du ^ R'dco 
dz = P Vf ^ Q'du -4- R"dw 
per determinare x ^y j z in t ^u^tj^ . 

ì'Essttiùo fffTLdxdydz =2 fdxfdyfTàdzy osservo che ìiel 

prendere V integrale fLdz debbo considerare x 9 y costanti , ov- 
vero dx.=z^ o y dy ^==i o ^ fi che questa supposizione mi dà 

o = Vdt H-^Qdzr H- Rrfu) , o =5 Ydt H- (ì'du H- R'^w , da 
cui ricavo 

"^^ = H^*^^» ^"=Ì^JI^O ^^ ^° conseguenza 

dz = (ff {P"(RQ'-R'Q)h.Q"(RP-FR)h.R"(P'Q^ 

Q'P ) "} : ( RQ' — R'Q ) ; dunque indicando il coefficiente 

di dt p^r T » si avrà 

fZdz = fZTdt ; e quindi fffZdxdydz = ff/TVdxdydt . 

Abbiamo così cangiata la variabile z . Per cangiare ^ , fa- '' 
rema £ffZIVdxdydt =* fdxfdtfZTdy: ora dovendo essere 
'neir integrazione fZTdy^.x , f costanti , ovverà d» =: <f ^ = o , 
si avrà in quest* ipotesi q = QcZw h- R<^w » e?)' = QcZm -4- 

R'tfw , ed in conseguenza dy =s 5—-^' du ; dunque 
/ZTcfy = /^TW^-QR2 ^^^ gj ^pco ridotto il nostro integrale 
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triplicato a questo JJJ^IS^Z^^ dtdudxl ove sono due nuo- 
ve variabili invece di jr e di jz;. 

Per cambiare in fine anche la. a? r faccio 

fff'^LÌ^^^^dtdudx==fdtfdufI^B^z^:idx\ e sic 
come neir integrazione /'.^ZiSAzSS-J dx debbono considerarsi 

costanti u e t r ciohdu = o r dr = o r avrò dx = Rdw , ed 
in conseguenza 

|.zt(q;r_qr2 ^^ ^yzT«yR-:Qr) ^^^ ^ y-^r ( Q'R ~ 

QR' ) du) ; dunque 

fffJdxdydz = /Xjrz (r ( RQ' ^ R'Q) ^ Q" ( R'I^ -. FR ) ^ 
R"(P'Q — Q'P)}' dtdud^x cosJ per trasformare tin inte- 

graie triplicata ff/Tàdxdydz in un altra simile , nel quale pe- 
rò le integrazioni dèbban farsi relativamente a tre nuove varia- 
bili tyUyVS^ che. abbiano con }e prime questi rapporti 

dx =z Vdt H- Qdu H- Rdw , dy — V'dt H- ^'du ^ R'dw 

dz = V'dt ^ q'du ^ R'dw r 

conviene invece òì x^y ^z porre nella funzione Z i respettivi va- 
lori di quelle variabili date in f ^ s^ u) r quindi invece di dydxdz 
porre la quantità 

{P'(RQ' _ R'Q) -4- Q''(RT — P'R) H- R''(FQ — 

Q'P)}^ dtdudijò y ed in seguito far le integrazioni, come 

abbiamo qui sopra insegnato- Ne vedremo le applicaziopi al- 
lorché parleremo delle superficie curve . 
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C A P. VII. 

Integrazione delV Equazioni 
Differenziali . 



§. i8o. j^j ei due Capitoli IH e IV abbiamo trattate quel- 
.1-^ le equazioni nelle quali la funzione incogni* 
ta e le di lei differenziali non erano elevate al dì là della pri- 
ma potestà. Questa condizione le ha rese meno difficili ad es- 
sere integrate di quello che siano V equazioni , nelle quali es- 
sa non ha luogo ^ e di cui incominciamo a parlare nel presen- 
te Capitolo . 

Un' equazione differenziale del primo ordine è generalmen- 
te rappresentata da F(ar,j')(^)) = o, ovvero ammessa sem- 
pre possibile la risoluzione dell' equazioni , da (^) = Y(a?>^)j 

essendo il secondo membro una funzione di a: e di y. 

Si presentano subito due casi nei quali essa è completamen- 
te integrabile , o almeno il dì lei integrale dipende dall' inte- 
grazione di funzioni difft^renziali . 

Questi sono quando il secondo membro è una funzione Bel- 
la sola X , o quando esso è funzione della sola y . Nel primo 
caso infatti si ha 

{^)dx :="¥ {x) dx% e quindi y = /** (a?) da? H- C j e nel 
secondo — ^— (^) dx 3= dx ^ ovvero —?—, = rfa: , e quindi 

fwT~\ dy =^ X -^Cj y rappresentando C la costante arbitraria . 

Nel primo caso si trova y eguale ad una funzione di a? > e nel 
secondo , x eguale ad una funzione di y . 



*' 
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Egualmente la formula generale che rappresenta 1* equazio- 
ni di secondo ordine 

(^)=i V {Xìyy{ — )) è completamente integrabile in tre ca- 
si ) cioè quando il secondo membro è funzione di x solamen- 
te , quando lo è di >, e quando lo è di (^) . , 

Nel primo caso si ba 
(^Jda?'=s Y(«)££a?*, e quindi d> = Y(a?)da?', 

dy=(g)€Ì»=:/T(«)d«'H- 

essendo C , C due costanti arbitrarie ; o considerando il divi- 
sore a contenuto entro la costante G , si ba 
j> = /* Y(a?)d«' -h Ca? H- Cr . 

Nel secondo caso si ha 

(g) (2*)^* = ^(j')-(g)'^*' e facendo (g) =i>, e sosti- 

tnendo , avremo 

p{f^)dx=pdp=:r{y)dy, e quindi 

Ora qaest* ultima equazione ci dark il valore di 
p =:^v'(G -i- a/M'(^).dy), e perciò 
( £2: ) cfa: = dar V ( C H- a/v {y)'dy)t e quindi 

y = fdx V ( G H- a/Y(j')ffy) -4- C', essendo G , G' due co- 
stanti arbitrarie • 

Nel terzo caso, facendo cotne aopra p <f= (^)» ^^ ^* 
(^) = ^(p), perciò (^)dcc = dp =*(p).da;, e quindi 
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SuppoQghiaino che > dopo avere ^c^uita V integrazione in- 
dicata in qnest* ultima equazione > «i ti'ori p = p{x ^Ck) y 
essendo ^ ( ^ H* C ) una funzione cognita di ^ h« G ^ che ha 

portata la prima integrazione ; s' avrà allora pdx 3= {^)cix = 



dy = ^ ( a? H- C ) . dx , ed in conseguenza y =5 fp { x 

C) .dx ^i^ C j essendo al solito G ^ C due costanti arbitrarie . 

Ma ancora senza trovare il valore di p espresso per x i 

"Tipi *^' 

se moltiplichiamo questa equazione per p 9 avremo pdx = 
^y — l^ì> ^^ ^° conseguenza -» =/;^)4p • J "^^^ f^^^ 



ne potremo aver V integrale . Ottenuto i 




TI/) 



Yt^)' 



cosi le due variabili x^y saranno espresse per una terza p, 
r integrale completo risulterà dall' eliminazione di p . 
Per esempio ^ sia da integrarsi T equazione 



ify^*^* 



(■H-C^,)-) 



(S) 



a , la qiiale determina la curva > il cui raggio 



dy 



di curvatura è costante ; se vi facciamo p s=: ( ^ ) , avremo 



.3 



lL±-p-f£af = il , e quindi dx 



Mip 



dp 



(I -*•/•)* 



» dy 



mpdp 






«? 



Integrando qneste due equazioni « si trova jc = A -r — — ^ — - > 

^ = B H- ^ — f » dalle qnali eliminando p, si ottiene (a? — 

A)'-h (jy — B)* = aa, che è 1* equazione del circolo . 

Avremmo trovato lo stesso risultato , ricavando il valore di 

p tlair eqaaziont « = A H- -rr^ — t> ed integrando in segui- 
to -pdx , onde avere il valore di y . 
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L* equazione generale del terzo ordine 
(èli) = Y(a?i^, (^) >(??)) è, ancora essa iatcgrabile coni- 
pletao^ente in tre casi, cioè quando il secondo membro è una 
funzione della sola a?, della sola (^) > e della sola (ftìi ed 



esimo 



in generale T equazione dell* ordine n 

(^) = 'r(.»,:y,(^), (^-^{),(^)) è ancora 

integrabile completamente in questi tre casi 

(B) = ''(«)• (S) = *(S=^). (f/) = ^(-^"^)- 

Nel primo caso, abbiamo completamente integrata V equa- 
zione nel Cap. Ili; ed il di lei integrale è j' =/*^(ar)c?a?' . 
Le costanti arbitrarie sono introdotte dalle n integrazioni indi-- 
cate da /' . - 

Nel secondo , facciamo p = ( ~-^ ) > ed avremo 
(^)fia?= dp = -^{p^dx't dunque r^!—xdp = da?, e quindi 

ax * \r f 

Eseguita V integrazione , troveremo dà quest* ultima equa- 
zione il valore di p , dato in funzione di a: -h ^ J sia que- 
sto valore p = ^(a?-4*C), ed avremo da integrare 

( ^ir:z-; ) = <p(a?H*C), equazione che rientra nel primo caso • 

m 

Nel terzo caso facciamo ( j^^ ) = p , ed avremo 
(^) = "^{p)' moltiplichiamo quest'equazione per (^)^«?J 
sarà allora 

Tom. Ili M 
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Eseguita r integrazione , il secondo membro sarà nna fun- 
zione <f> ip ) di p y ed io. conseguenza avremo allora da integra- 
re r erjnazionc 

( ji^A) = ^(^zt) » la quale rientra nel secondo caso qui so- 
pra considerato. ^ 

Bendiamo tutto questo piil chiaro per mezzo d' alcpni e- 
semiJ . 

^^» ^0) C^^) = <r, e facendo (0) =p, si ha 
p (^) dx = pdp == adar r e quindi 
i>*. = ^fadx — t- C =s ^ax Hr G .^ Sarà dunque 
(Ti)=v'(G~f- aoar) > ed integrando 



dx 

(2)=P^diquì 

{£) (f,t}^* = P(g) ^*> ed integrando 

( ^ )* = p* -i- C ^ ovvero estraendo la radice « 

5 — 1 ( ^ ) == I » e moltiplicando per d» , — ^^ — - = dap * 

Quest* ultima equazione integrata ci dà 

^pH-\/(C-t.p'))=ra;»i-C', ovvero passando dai logaritmi 
^ ai numeri, 

p-i-v/(G-f-p') = e .«* = Be* , ( facendo e = B ) ; tìirà 



dunque v^ ( G h- p' ) = Be* — p > e perciò 



• 
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C = B' e** — aBe'p ^ ed ia consegnenzt 

, d*y\ B»*"-C B*» C -* 

W*»' 28»* a aB 

Integrando ora guest* equazione s* avrà 

v = — e* — 4e~*-*- C'» H- G" j ovvero mutando la forma 

•^ a 2B 

delle costanti «rbitrarie, 

jX = Ae H- Be"" * h- C* h- E ì e tjuegto sarà l' integrale com- 
pierò della proposta equazione i che conterrà quattro arbitrarie 
A,B,C,E, 

§. i8i. Eiprendiamo la formula deir equazioni differenzia- 

li del primo ordine (^)=^(a?>^)> e diamo a quest'equa- 

zione la forma P ( j^ ) — Q = ^ » ^^^ ^^ sarà sempre possibile . 

Se P e Q sono ambedue funzioni di »; , o ambedue fun- 
zioni di y^ abbiamo veduto al principio del §. antecedente > co- 
me quest' equazione si integra completamente . Ora io osservo 
che quest' equazione sarà anche integrabile ^ quando uno di quei 
due coefficienti sia funzione ài x y V altro essendo funzione di 
y i almeno il di lei integrale dipenderà «empre dall' integrazio- 
ne delle funzioni ad una sola variabile . 

Sia dunque P = Y funzione di ^ ; Q = X funzione di a; , 
e moltiplicando tutta Y equazione per dx > avremo 

\{^) dx — Xdx = o , ovvero Ydy = Xdx ^ e quindi 

/Yrfy = fXdx H- G ^ essendo C la costante arbitraria , che 
porta r integrazione ^ e che rende queir integrale completo i 

Per esempio, se facciamo Y = j^ X =r ^3-— > Y equa- 
zione da integrarsi sarà 

-^^S^ " v(jr*-^«) = O1 la quale si riduce a ydy := 
;;^x'^~)^^' ® quindi y>cZy ^ J'-—^-— h- C; effettuando 
ora le indicate integrazioni , avremo 



• • • • 
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^ = V^(a;*— o')h-C; e quest' ultima equazione sarà V in- 

tcgrale completo dimandato . 

Un' equazione della forma Ydy — Xdx = o si chiama 
un equazione nella quale le variabili sono separate; e si 
considera come integrata Y equazione Vdy h* Qdx = o , ove 
P e Q sono funzioni nello stesso tempo di x e dì y ^ quando 
eoa qualche artiHzio può ricondursi alla forma suddetta , cioè 
ad avere le variabili separate ; imperocché tutto dipende dall' in- 
tegrazione di funzioni di una sola variabile • Questa maniera 
d' integrare Y equazioni è chiamata il metodo della separazio* 
ne delle vai^iahili . 

SuoTe anche dirsi che F integrazfone dì uiC equazione di- 
pende dalle quadrature , quando avendovi separate le vaiiabi- 
li , è ridotta all' integrazione delle funzioni ; giacché un inte- 
grale /Xdx può sempre rappresentare lo spazio compreso tra 
r ascissa , Y ordinata , e Y arco di una curva • 

Non si può dare una regola generale per questa separazio- 
ne di variabili , no è sempre possibile ottenerla per qualunque 
siasi equazione ; ma dipende dalla sagacità dell* Analista a sce- 
gliere quegli artifizi che possono più facilmente condurlo air in- 
tegrazione deir equazioni di cui abbisogna • 

Nqì espo^rremo i principali di questi artifizi , applicandoli 
a quelle classi d* equazioni differenziali 9 nelle quali essi hanno 
luogo . 

In una equazione di questa forma 

VYdx = QXdy , nella quale P ^ X sono funzioni di jc, e Q, Y 
funzioni ùì y ^ si separano le variabili dividendola tutta per XY> 

e sì ottiene allora — <fx = Zdy,ovt le variabili sono separate. 

Quando P , Q sono funzioni omogenee di x e di y dello 
sresso numero di dimensioni » sì può [»er una adattata sostitu- 
zione separar sempre le Variabili nell' equazione diflerenziale 
Vdx = Qdy ; infatti essendo P e Q funzioni omogenee delle 

stesse X eù y, e dello stesso numero di dimensioni , sarà -- fun- 
zione omogenea di ncs-una dimensione, la quale, fatto y •== uof , 
diverrà funzione della sola u. Supponiamo dunque «he questa 
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sostituzione cangi — in U funzione di zz, di modo che sia dy = 

\Jdx : ma essendo y ^=ux ^ si ha dy -=1 udx h- xdu \ dunque 
udx H* xdtt =: \Jdx : così la nostra equazione Vdx = Qdy si 
è trasformata in un' altra udx h* xdu = \Jdx tra le variabili 
zz ed x^ nella qua fe possono facilmente separarsi, e si ha 

^ = ^ , il cui integrale è logx = f^ ^ G. 

Quest' ultima equazione ci darà il valore di u dato per Xy 
per il che conosceremo il valore di y , che è ux . 

In questa guisa T equazioni omogenee potranno sempre in- 
tegrarsi, a almeno ricondursi all' integrazione delle semplici fun- 
zioni y e. di questo vantaggio goderanno ancora quelle equazio- 
ni , le quali per mezzo di un' adattata sostituzione ponno ren- 
dersi omogenee ,. come sarebbe T equazione 

dz H^ zzdx = —, che diviene omogenea facendo z = i, 

giacché si cangia in — ^^ -^* !*? = f^ , ovvero xxdy — (xx ^ 

ayy ) dx . 

Facciamo qualche esempio r 

I. Vogliasi integrare Y equazione omogenea 

xdx H- ydy = xdy — ydx x ovvero (a?. — y) dy = ( a? H* 
y)dx. 

Poniamo y =z ux ^ ed avremo udx -r ccdu == —^ dx , 
e (luindi — =^ d^ — fJ* ^ jj cui integrale è Ix =s Ang. tang u — 
i y/ li i 'i' uà) H- C, ovverà 
lx\/(i H- uu) = G -^ Ang. tangu; e facendo u = -^» si avrà 

ly/{x*^y')z=^C H- -^ng. tang 1- , che sarà il dimandato 
integrale . 

II. Si dimandi l' integrale dell* equazione differenziale omogenei 
^dy — ydx ^=^ dx\/ {xx -^ yy). 

Qnest* equazione ci dà dy = ^iy^**'t>>^ dx : ponendo 
dnnqae ^ = wa? , si avrà 
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vdii -f udìK = ( M -3- V ( ' •+ liu)) dxf ovvero xdu 



dx y/ {i -+ uu): «ara tdunqne — = -j-r^ — x > di cui V intc- 

graie è Za? = /a -4- I ( w — h V' ( i -!-««)) = Za -4- • • • • 
Z ( JLiWlf5jtZ>J ) , ovvero Ix ^la ^ 1 - , * ,^ ; qnest'c- 

quazione, passando dai logaritmi ai numeri -^ si riduce a quest'altra 



X = -rr — ^^^, ^ ovvero V ( a;a? H- yy ) := 43 H- y> ed infine 



La qnantità a è T arbitraria , che <Jompleta T integrale . 

Se nei coefficienti P,Q dell' equazione omogenea Vdx 
Qdy = o si contenessero dei trascendenti , potrebbe anche far- 
si la riduzione superiore ^ pnrchè questi affettino funzioni di 
x^y di nessuna dimensione^ onde possano diventare funzioni sol- 
tanto di u per mezzo della sostituzione y = zix . 1 trascenden- 

ti come Z ^^^^"^•J ZJ , e * , At?^ sen — — ^ ^ cos — ec. , pon- 

no ritrovarsi in P e Q , senza che impediscano V applicazione 
del metodo qui sopra spiegato . 

§ 182 Per ridurre ad aver le variabili separate 1* equa- 
zione del primo ordine ( a h* &a: h- cy)dx = ( e H-J^ H* 
gy) dy ^ facciasi a h* ^•3(? -h cy == ^ ^ '^ ^^ fx ^ gy =- u ^ 
ed avremo 

« gt—CH-ì-ag — tK ^ lu—ft-^af—be 

* ir---cf—' ^ hg'cf — ' 

dx = -^^;^} , dy = ii yfi t : 

bg — cf H^^f 

fatte le opportune sostituzioni nella proposta , essa diverrà 

gtdt — ctdu = budu -^ fudt y ovvero 
dt{gt ^ fu) =: du{bu ^^ et ) , la quale essendo omoge- 
nea / è della classe considerata al § antecedente . 

Quando bg = cfj questa riduzione non ha luogo ; allora 
data alla nostra equazione questa forma 



v 
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adx H- (bx ^ cy)dx = edy -t- (^ H- gy ) dy ,, pongasi 
bx -^ cy =i z^ ed avrema dy = ~ ^'^^ t onde fitte le op- ' 

portane sostituzioni , troveremo {a -^ z)dx = ^^ ~ ^'^f (6-4- 

^ H- ^J' ) i ora essendo io: h* cy = z r si; avrà i§*a: h- c;gy =s 
^z 9 ovverà cfx h- c^j' = ^2^ ; dunque 

( a H- 2; ) cZo: =2 "^^ "^ *^^ ( e -4- ^) sarà 1* equazione in cui si 

trasforma la proposta . In quest^ ultima le variabili si separano 
addirittura senza alcuna artifizio. E si potrebbe ancora rendere 
omogenea T equazione 

{a ^boa^i^cy) dx :=^{e ^^fx H* gy ) dy in quest* altra guisa . 

Facciasi a? = tH-A, ^ = i^H*B>ed avremo 
( a H- 6f Ht^ 6A -h ci^ -i* cB ) cf* = (e ^ft H- /A ^ gu ^ 
gB ) du r la quale diverrà ( fei* H- ci^ ) dt = {fi ^ gu) duf 
se determinerema le costanti A ^ B per mezza delle due equazioni 
a -h òA H- cB. == o , e H- jTA h* gB^ = a. 

Consideriamo ora T equazione dy H^ Pyc? jc = Qc?y j nella 
quale P , Q sona funzioni della x : per questo noi abbiamo as* 
segnato l'integrale di essa al §. 125., pure lo ricercheremo di ^ 
nuovo per mezzo della separazione delle variabili . 

Per separar le variabili neir equazione dy- h* Vydy = Qdx 

cerchiamo quella funzione* X di x che facendo y = Xu nelV e- 
qnazione , le variabili possano^ sepaiarsi . Fatta una tal sostitu- 
zione , si ottiene Xdw -h udX = Qdx r equazione 9 U quale 

VXudx 
ammette la separazione se sarà dX •^ VXdx = o , ovvero \ 

~ == — Pdx , 6 quindi 

ne = — fPdx i X = e" ' ; prèndendo dunque per x que- 
sta funzione, 1* equazione proposta si trasformerà in Xdu=:QdXi 
la quale ci darà 
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u z=z f^^ =/e Qdfa?, ed in fine 

y z=s Ku = e fé Qdx > ovvero 

y = e -fCn-Ze * Qdx } , essendo C la eostante ar- 

bitraria che completa 1* integrale . Facciamo qualche esempio . 

Sia r equazione da integrarsi 
( I — xx) dy H- xydoe = adx . Paragonata questa con V e- 
quazione generale qui sopra trattata » abbiamo 

P = —^— , Q = 7—^ , e perciò 

fVdx =1 — l\/{i ^ xx)^ '''' == __i .; dunque 

= V ( I — ^a? ) . r C H^ yr_fÌL_ ì=v^(i~a;oc){GH- 



ij^c 



VII — **) 



} , ovvero y z=z ax ^ ^V^C^ — xx) * 



Sia ancora V equazione dy ??— — = i? — L xdx % ed 



avremo 



2» 



~ . — , O = -^ — ^ X , quindi 



^f2dx 2« — I /. /Pi/;r ^ , I 2» — I 



e =0? , fé (^dx == — a? , ed m conseguenza 



4>»— 4 



a» — I J r^ I 2/»^i l. 2» — I I _« 

y =z X yLiH*— 0? /> ovvero y =z ex h- — a; . 

Anche r equazione ditfereaziale 

<fy -f- Pycfo? = Qy* ' dx , essendo P > Q > come sopra , ain- 
mette la separazione delle variabili per mezzo di una semplice 

trasformazione j infatti facendo i- = 2, siha^ = — -5> e 
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•quindi ridotta 1' equazione a '^ -h ^dx = Qy'dx , e fatte in 
«essa le opportune -sostituzioni , si trova 

— ^ H- Tdo? == 5^ 9 ovvero d!;5 — riPzdx = — nOcfa:? ; e 

quest' ultima equazione è della ibrma -di quella ^da :noi integra- 
:ta ; si ba quindi 

-z = - ./^'^^ { e H- ^è- ''^''' Qdx} = 1 . 

I casi che noi abbiamo trattati ^ sono i soli dotati di qual- 
che generalità , i quali :ammettano la separazione delle variabi- 
li. Noi ^daremo qui la riduzione di alcune altre equazioni ^ on- 
de addestrare in qualche juodo i «nostri Xiettori a ^questo ;meto- 
do d' integrazione . 

.Per separare Je variabili neir .equazione 'differenziale 

aydx ^i* hxdy h* x" y" ( gydx -^ .hxdy ) a= o^ 
incomincio a dividere tutta r^equazione per :xy > ^ed t)ttengo 

Facciasi ora x^ y =z t ^.x y =:uj ^e sì ^vrà-^ prenden- 
do i logaritmi e differenziando i 

fdx idy^ ^_^ dt gjx hdy 2u 

•X jf t ^ X y T* 

per il che la nostra equazione diverrà 

— -H- x^y' * — = o . Le 'due supposizioni ^ci danno 

X y z= t ^ X y =z u ^ ù onde a? = :t .u i e 

nella 'Stessa guisa j ** z=:\t . u : in ^conseguenza 



^ __ ^** — ^* ^Mh-^gi ah—Ri ah-^gb • j* 

-^ == * .u '' y y z= u . t > e quindi 



Tom. IH N 
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X y ^^ t .u : latte daDque Te opportune sostita^ 



dt . „^' " du 



zioax nel! equazione — h^ » j' . ~ == o, sl avrà 

wA — gft' un. — hm 

— H- * • M . — = o , cae SI riduce a* 



t « 

jfg — mh ^^ OH — èm ^^ 



t ^ dt ^ il diL =: Q r di CUI T integrale completo h 

gn— mh 4WI— hm- 



= Li . 



Quest* integrale è efFettivamente quello della^ proposta se 

vi facciamo t =^ x y, y u = x y . 

Proponiamoci V equazione 
ydy H- dy (^a ^ bx h^ nxx ) = ydx ( e ^ nx ) per sep^ 
sarne le variabili . 

Quest' equazione si riduce a quest' altra: 

£y = — yi^-^^*) — ^^ ^ Eulero tenta questa sostituzione jc 

cernente riesce ; imperocché si ha 

dy = udx\ ovvero: ^ = i!^ = fM£Ji.«iLr.?i.: ora difFeren- 

ziando logaritmicamente il valore. di y^ si trova 

^ = ^ H- ^^(^"♦'^ gjU — ^^^^^^ ; dunque la nostra equàzio- 

ne diverrà 

!?? -4, ^*Ji:±-?5*l — "^^ -• <^* s=5 rf*(tf-<-«»* -j<r la quale si rida- 

ce a quest' altra 
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M^c-^nx—u) 0'+bx-h0XX 
dujc^nx) __ l- ^ : d , fiqQdZ;LOTìe chc 



moltiplicata per e ^ nx — »> ammette cubito la sepaMzione 
ideile variabili , e diviene 

f^ _- ^ , 1* integra- 



va 



< « -i- *« H- »** ) ( f H- »* ) « ( »» H- « — *c -t- ( É — 2C )»::»•««» ) 

le della ^uale si ottiene per mezzo dei logaritmi e degH ardii 

^i circolo. 

Prendiamo a separare le variabili aDche da guest' equa^one 

<^ — x)dy = «^*Ci-»-3'.y)V( '-♦•>>) j la quale contiene nna dop- 
ipia irrazionalità. 

FaGci^mo y = JLTiL , e sani ^ ~ a? = =^~^ > 

, H^ ry = t'-^^^HiH^iri.) rfy ^ dx(i^^uu)^dul i^xx). ^^^^^ 

tuiti (jncsti valori néll* equazione , diverrà 

— udx {\\uu^^ udu{ 1 -i- xx ) = /zda? ( i -k 2S« ) v'C i -4- lo^)^ 

Della quale si Tede a colpo d' occhio che le variabili ponn© 
«epararsi , € si 4dttiene 

• dx ^_^ ^ 4ida 

\-ì^xx ( I ^ ivii )(if V(' '-H«r«)-4- «)* 

§. 183. Andiamo adesso a parlare della separazione delle 
variabili nella celebre equazione 

dy H- yyàx = ax'dx • 

Questa è conosciuta sotto il tkome di equazione Riccatia- 
na , perchè il Conte Iacopo Riccati è stato il primo che ne ab- 
bia cercata la separazione delle variabili^ ed abbia assegnati i 
casi ^ nti qaali questa separazioiie succede^ 

la primo luogo la separazione delle variabili succede quan- 
do 771 == o : allora infatti V equazione diviene 
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dy H- yydx = adx , ovvero -^ = doc. Tutto dunque sì ri. 

dacb a licondorre per raezzo^ di' sostituzioni V equazione: del Ric- 
cati a. questa primo, caso./ 

Poniamo, j{ = i. ^ e si avrìi ~ bdz. ^ bbdx =r ax'zzdxy, 
che^ diverrà: della, medesima, forma, della proposta>. se faremoi» 
X =z t y onde sia, x'dx. = —— . e- 



w 



fff 



^^^ ==^ ^M.. »' e sarà, òdz: -j- -"- = -*^ ^ • rf/? . 
Essendo bl una: costante indeterminata >. supponiamo ♦ 



- ,, e questf ultima; trasfbrmatai diverrai 



a- 

m 



az H- S2;rfc' = ("^lirry-^ dt\ da! che si ricava> che s©? 

r equazione proposta» ammette- la. separazione- delle- variàbili nel 
caso» di- 7;t=: /rV 1* ammetterà: anche nell caso di mr. = 



— »• 



Póniamo^ j/^. z= — ?1 , e si avrà: 



dy =rrr 






T" 5^ 



j^rfjc == — - — ^± H- ^^ > ®' quindi: sostituendo^ 



dz zzdx' w 7 

* a.T dar, ovvero^ 



6/2; — ^^^ == — ajc dx^ Facciasi ora: a? = —, e si ot^ 

XX t 

terrà dz h* zzdt = at '^'^ (f f v la quale essendo simile alla- 
proposta i ci dice che se Lx separazione succede quando m =^ 
/2 , succederà anche quando tti =r — /z — 4> Dunque da un 

caso m = 7z ne ricaviamo due, m = ^, e to = •- /z — 4. 
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Ora la separazione delle variabili si può fare quando m = o; 

m 

dunque quelle due formule impiegate* alteraadvameate ci daran- 
no quest' altri casi di separazione^ 

m = — 4 ;. wr = — — ; to == — i- ;: m' = — A ; m = 

3-3' 5 

— — ; nr = — — ; ec: 
5 t 

Tutti: questi casi son" compresi nella fòrmula m = 7"^* > 
in cui i rappresenta* un numera- intiero* e* positivo v 

Sé dunque sarà /72'= -^— , ovvero' /7Z^= -~^> T equazione 

dy ^{^yydx'z=^ ax'dx si ridurrà per mezzo delle* successive so- 
stituzioni* finalmente alla forma 
du -H^ uudv = cd¥ y la di cui separazione è^ manifesta ; infatti 



•* 



«e- sarà /tz: = -^-^ , T equazione- 

dy H- yydx = ax'dx y per mezzo* delle sostituzioni 

X == t*" r y = r"^— - si riduce* a' questa^ 

dz^ zzdt = . — ^^ t'dt^ essendo n'=: -H^ ,ed in conseguenza 
s7t = -^i^ r il' qnal' càso' deve- considerarsi di' un grado inferio- 

rcr del primo*.- 

Se poi sarà m ==^ "rz~' allora si faranno^ queste due so- 

= — ed y = — ^ y ovvero' y = t — ttz ^ 

e r equazione- proposta- si ridnrrà^ a^ quest' altra dz H* zzdt = 
at'dt y. nella quale* 

n = "4('- 'J _- -^{i-x\ iy 1 ^jaso è anche inferiore di 
un grado. 



stituzioni X 
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Tatti questi oasi dunque , nei quali V equazione del Ric- 
cati è separabile, danno per m dei numeri negativi contenuti tra 
i limiti o , e — 4 ; e se i diviene infinito , si ha il caso m = 
— a > nel quale V equazione è separabile : infatti 1' equazione 

dy H- yydx = — diviene ompgeaea , facendo y = -L . 
Anche r equazione più generale 

dy H- Ayyt dt =s Bt dt , si riduce alla forma di quella qui 
sopra considerata ; imperocché se si fa 

At dt = dx , si avrà At =(/6-f.i)a?»e quindi . 



*♦ 



( — r^ ) • ^ » onde sostituendo 9 V equazione diverrà 



"a 



dy H- yydx = B (^l^i) . — '— «""^ Va? , che è della for- 

ma di qaella del Kiccati. 

Questa riduzione non ha luògo quando ft = — ^^ i ; così 
r equazione 

dy H- ^— = "Bt dt non può ridursi all' equazione Riccatiana . 



Terminiamo di parlare della separazione delle variabili col 
dare un esempio 9 nel quale essa si ottiene riportando le varia- 
bili alle quantità angolari . Sia proposta* 1' equazione 

( < '^yy)V{ * '•hyy)(ix =='*(> — x)dyV{ i -t- xx). Facciamo 
y = tang p^ x = tang « , ed avremo ^dy = — ?-^ , 

dx = -^51^, y/(l ^yy) =--, V(l H- *«) = --» e 

« — a; = *'^^»~' i2 : sarà dunque 

*^ eos pcos (a * 

«^« nsetf((t>-'fà) I rf^ ovvero 



T » 



€^S p^ t9i W^ r^X p COt U> ^9/ (<> COS p' 

w 

dvì = nd<p sen {p — w) = d<p — {a<f> — dw), e quindi 
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d(b Ci — n sen (t> — w ) == da — cfu) , dp = — dp^-du»^ — ^ 

Poniamo p — co = ^ , e sarà p = C — ~ — , ed co =3 

^-^ Y : si avranno dunque le variabili x yV e- 

spresse per una terza ^ ^ e T eliminazione di questa ci darà 
r integrale completo del Iti proposta . 

§. 184. Lasciato il metodo della separazione delle variabi- 
li y il quale non ha d* altronde maggiore estensione di quella , 
'che gli abbiamo data qui sopra y andiamo ad esporre altre dot- 
trine d* integrazione . 

Abbiamo detto che la forma generale d* un' equazione dif- 
ferenziale del primo ordine è Y(a?,j',p) = o, nella quale 
il prima nlembro rappresenta una funzione qualunque di a?,^ 

e jp , essendo p = (^). Proposta dunque quest'equazione da 

integrarsi , si comincerà dal ritrovare il valore di jp in a; ed 
y per mezzo delle regole che V Algebra Elementare ci som* 
ministra onde risolvere V equazioni j e supponiamo che questo 

sia p = (^) == ^, indicando per P*, Q due funzioni cogni- 

te di « e di ^ : si avrà danque da integrare 1* equazione ( ^ ) = 

p '' 

^, ovvero 

Q(^) == P> ovvero, Q(^)dx = Vdx, ovvero' 

Qdy = Vdx , ovvero Qdy — Vdx = a . 

Vuoisi pertanto trovare un* equazione tra x ^ y ^ ed una 
costante arbitraria tale , che differenziata ed eliminata la costan- 
te arbitraria ( §* 86. ) si ottenga V equazione 

Qdy — Vdx =2 0. 

Ora supponiamo per «semplicità di calcolo , che ambedue 
i termini del primo membro dell' equazione diflerenziale siano 
positivi , e si avrà Qdy H* Vdx = o . 
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Incominciamo dall' esaminare se Qdy h- T?dx può essere 
la diffcrenziaie esatta di una funzione pIx^j) di » e di y^, 
ciò che si farà osservando ( ^7 ) se ^uest'.equazione 

(j^) := (^) è identica, • Quando ciò iion succeda ,0 questo un 

coutrasseguo clie la <[uantità differenziale Qdy-^Pdx non pub 
nascere dalla differenziazione di una funzione «di .a? e di y ; iiè 
per questo V equazione può dirsi non integrabile assolutamente i 
poiché talvolta potremo per mezzo di alcune riduzioni .delle quali 
parleremo in seguito , ottenerne X integrazione . 

Sia ( j^ ) ^= ( ^ ) «n^ equazione identica ; esìsterà dnnqu© 

una funzione F {x ^y) j il cui differenziale, sarà Vdx h- Qdyi$ 
e perciò F {x ^y) == G costante arbitraria, sarà JVintegrale com- 
pleto della proposta equazione . 

Tutta la difficoltà Jé ridotta .dunque a trovare «effettivamen- 
te il valore di F ( a: , j' ) . 

Per questo supponiamo in generale che sia F{x^y^ ;= 
* H* X H- Y , essendo * una funzione di a? e di j^ , nella qua- 
le non sia alcun termine che non contenga nel tempo stesso a^ 
ed y-yX una funzione della sola x^ ed Y della sola y. L* in- 
tegrale allora della proposta sarà .jp -i* X -i- Y = C . Diffe* 
renziamo quest' equazioap , ,ed avremo 

{(g) -<- if.)}'^' -^ ((?) -^ ^%)}'^y = °'. 

e paragonata .con la proposta ci 4arà 

« ^ X = fVdx ) * rh Y =^ /Qdy ; ^arà dunque 

F ( a? ,^ ) =/Pdx H- y , ovvero F{x ,y ) =/Qdy -f- X. 

Se sottra^ghiamo tra loro (jueste ilue equazioni , avremo 
/Qdy — /Pdx = y — >Xi ^ jquando 1' .equazione 'sarà inte- 
grabile la quaotità /Qdy — /Pdx , si distinguerà in due par- 
ti di cui «na è soltanto funzione di a?, T altra di j^ : queste 
due [»aiti ci daranno i valori di X e di Y. Ma seuza ricertare 



■' 
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^tutti e due i valori di X ;ed Y i basta viverne uno . JPer trova- 
re per esempio X 9 .ossery:ereino che doy.endo jBssere 

(S)=P-/(g)<ir..e9mn« 

,e se avessimo .volato trovare Y , :avremmo avuto 

y = fdy -f Q — /ij-)<^y' mentre 1' .equazione .è iategetc 

^Lile senza ^essana riduzione ; le quantità 

P-/(S)dr, Q-./(|)4« 

sono funzioni 9 la prima di ,x e la seconda .di y soltanto • 
:§. 185. Ecco dunque la regola per integrare r, equazione 

^dx H- Qdy = o integrabile per se medesima • 

1, Si cerchi J' integrale fVdx presa per .costante ^ | in se* 

,, gnito si , differenzi questo integrale preso per varialnle.soltao* 

9> to y 9 affinchè si abbia il yalor^ di f{^)doBi .allan Q ^-'--- 

«> /( ^ ) 4^ sarà .una funzione .della sola y « <e fitoen^o 

„ Y =fdy {Q --/(^)<£a?},sarà/Prf«H*t=5C4j09tan. 

9, te , r integrale richiesto .99 . 

Si avrebbe una regola simile se si volesse incomiaciare T in-' 
tegrazione dalla y : rendiamo più chiara questa Teoria con ^al« 
che esempio . 

I. Sia proposta 1' equazione 

dx ( «x r4- Pj' H- y ) H- dy ( ^x H* ^y ^ e ) = o: 

in questa equazione «essendo P = « jc H- .jS^ H* .7 » 

Q = ,^x H- ^J' -4- .4 , si ha 
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df\ n /dQ^ ^ ^ ,.^w^:x rd? 



(f) = ^' (g) = /^''^ perciò (^^) = (g) è un'equazione 

identica, e quindi la. i)r.oposta è integrabile da se medesima. 
L* integrale seconda la regola precedente è 



fVdx H- Y == G . Ora fPdx ==i *^ h* ^yx h^ ya? ,. ed 
Y =/dy ( pa? H- ^^ H- € — //3(£j(? ) =3^ /dy( »y ^ e\y 

== -f^ -H 6^ ;. dunque si avrà 



?^ ^i. A./^ ^±. ..^ ^^ ^J'J' 



/3y^ *f- y^r H* — H* «^ = G 

per esprimere T integrale cercato . 

Saremmo giunti precisamente allo stesso risultato incomìn* 
ciando V integrazioni dalla y • 
IL Anche r equazione 

dy xdy — ydx 



y yV(*x-¥yy) 



ovverà 



^ h^(i ^ ) = o 

é^ixx^yy) y ^{xx-¥yy)^ 

è integrabile da^ se medesima :. infatti essendo P 



Vl*«-+\«''> 



>* 



'-^,. e perciò (^^«(g). 

4 Per averne l' integrale , io osservo che 
fVdx = Z^( a? •+ V' ( XX -^ yy)).i dùnque 



fi^) dx = ^^*-rL>>^-* == JL ^ , e perciò: 

= / -f Q' — f{~^dxy dy = o j si avrà infine 

^ a? H- V ( a^^ H- ^^ ) )= C per il cercato integrale .. 
I IIL Prendiamo per uà aJtro esempio V equazione 
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( ^* ^ y — à ) cfy H* ( a* -4- ^xy -i- a?* \dx = p : 



ia questa ( — ) = ìì», (— ) = a»: essa è dunque integrabile 
da se nsedesima . 



*.. . 1 ^^ 



' Nel caso presente si^ha fVdx = a ,» ^^ xy ^ —txr^ e 
/(|)(f«; = OCX, Y^/dyiy ~^') := j/ - aoy i dun- 
que r integrale sarà - - 

§. i86. Quando T equazione Pda? h- Q^J' == ^ "o^ ^ ^^ 
tegrabile da se medesima, taluna volta lo diviene per mezzo di 
un moltiplicatore , col qnale si moltiplichino i due suoi mem- 
bri.. Così per esempio Teguazione semplicissima j^do? — xdy =o^ 

la quale non è per se medesima integrabile > perchè (— ) =2 j^ 

i^ — ) = "— I , lo diventa moltiplicandola tutta per 4 ; allora 
infatti essa si cangia in ^^* ~ *''^ = o , il cui integrale comple- 
to è il = G . 
y 

Egualmente cTie per la separazione delle variaHli , non si 
ha un metodo diretto., onde trovare V idoneo fattore che renda 
integrabile una data equazione : così le dottrine che riguardano 
tutta questa indagine, sono assai limitate, ed i Geomètri in que- 
sta ricerca non han fatto quasi un sol passo al di là del ter- 
mine cui giunse Eulero . 

Intanto si può dimostrare quest' interessantissimo Teorema: 
„ Per ogni equazione Pdx h- Qdy = 00 più semplicemente 
5> dy ^ Rdx = o non integrabile da se .medesima, esiste scm- 
„ pre una qnarttità > per cui moltiplicata V equazione diviene 
V, ,essa integrabile ^ . . 

Infatti siay'(.T,jy) == C T integrale, dell* equazione dy 

'Rdx = o, e si avrà (^)dx h- (^)dy = 0, ovvero 
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(7) 

Siccome la costante C è svanita ^ così qacst' equazione dovrà 
essere idedtica coti la proposta 1^ ed avrema T equazione identica^ 

djf H- "Rdx. =5= dy, Hr dx ,, e perciò- 

(^) ( dy H- Rff* ) = (dt) dy ^ (g) d« == df( « , j^); dun- 
que la proposta dy -^"Rdx.^ o> moltiplicata per (— ) è una 

diflèrenziale esatta .. 

Per trovare direttamente questo naoTtiplicatore- converrebbe* 
iotegrare , se non complètamente 9. almeno particolarmente un' e- 
quazione a diilerenze parziali del primo ordine 9 ciò che ordi- 
nariamente sarebbe di una diiiipol'tà: eguale e forse^ maggiore di 
quella che porta V integrazione della: proposta per altre vie . 

Sia z, ir moltiplicatore che- si ricerca >• e 1* equazione 

zdy H- IBizdx = o dovrà essere integrabile da se medesima ;. 



dunque (^)= R(-) Hr ^(^) dovrà, essere, un' equazione: 

identica: sarà pertanto il' moltiplicatore z dato» da una'equazio- 
ne a differenze- parziali come* abbiam: detto qui sopra:. 

Siccpme r integrale complèto^ di uà' equazione a différen- 
z& parziali del primO) ordine contiene una funzione- arbitraria ». 
COSI se si potesse integrare Y equazione che ci; dà il: valore di 
z V si ritraverebbe in; esso una funzione arbitraria , e cor dare 
diverse forme ad essa:» si avrebbero un'inffnità: di. moltiplicato- 
ri » ciascuà dei quali renderebbe integrabile Y equazione difFe- 
renzialec 

Ma senza passare per T integrazione deir equazione a dif- 
fereiKze. parziali», è facile vedere che conosciuto con qualche 
artifizio analitica» uà moltiplicatore »> se. ne potranno da esso. 

dedurre altri infiniti j infatti essendo» (^) quel: moltiplicatore ,, 
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smcora la quantità '^{f)i^)r nella: qnale Y(/) rappresentai 

una qualunque funzione di fy sarà*, un iattore , per il quale uiol- 
tiplicata la proposta >, diviene: integrabile i imperocché si avrà 

r (/) . (f) { dy -^Hdx \ == T (/) . dfy it secondo, membro 

della quale equazione è sempre; una/ differenziale esatta., Que« 
sta, formula T (^) • (5^) rappresenta: la: serie di tutti 1 moltipli- 
catori della: proposta ; e si ha. ciascuno^ di essi^, dandò^ un: valo- 
re paiticolare alla, funzione y ( /^) . 

Per esempio^ cerchiamo tutti i moltiplicatori , i quali reri- 
dono la: formula aydx: •+ bxdx r ovverà T equazione aydx h-- 
àxdy =• o^ integrabile . 

Il; prima moltiplicatore^ il quale- si manifesta; subito > è 

sJx 

o r e quindi; alx: -+ bly = C,, ovvéro* Ix^y = C è 



JL , e per esso, moltiplicata T equazione- proposta >, si ha 



F integrale completa. Dunque tinai funzione- qualunque^ (a? j( ), 
moltiplicata per Tidoneo- fattore- — ,. ci darà, la formula —/( a; y )r 

la quale rappresentai tutti i moltiplicatori possibili di quella, e- 
quazione . 

Il moltiplicatorct che- rende integrabile da se medesima. T e- 
qu azione 

aydx H- bxdy z=i x y . (gydx h- hxdy ) ,, 

si ottiene per mezzo* della considerazione dei moltiplicatori j i 
quali separatamente rendooa integrabili le formule che compon- 
gono* i di lèi due membri in questa guisa. 

Tutti i moltiplicatori,, i quali rendono* integrabile il pri- 

mQ> membro >. sono; contenuti nella formula ^fi^y ) • H P^i- 
mO) moltiplicatore^ che rende integrabile il seconda membro- è 



• ♦ 
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i-._-. , e Ci dà «^ H- ^ il cui integrale h l{x^/): quc- 



«•+ I «-4- I « j> 



Sto moltiplicatore d somministra la formula - — -^ ' •■ f f a^v*^ 

per rappresentare tutti i maltiplicatori di quel secondo memlbro; 
ora vediamo di rendere eguali quei due moltiplicatori . Per que- 
sto prendiamo le potenze invece delle funzioni > facciaino 



éf 1* tr 1m 

f{xy ) == 07 y ,' e determineremo iiyp in modo clie si« 
— X y == ^ y 9 ovvero 

fij— I ^i — I »^ — IW — I »ft — n — I . . 

a? j^ a= 0? ^ , « SI avrà 



(Aa = Fg" — 7» > (aì = i^A — 72 , e q[uindi 

^ = S^Ln^!? , , = fl:i^ : r idoneo moltiplicatore sarà allora 

o? j^ = a? j^ , per il qnale moltiplicando 

la proposta^ otterremo 

ot^^ y {aydx h- bxdy) = x^^ y (gydoc ^hxdy)^ 

ove ciascun membro è integrabile da se medesimo. 
L' integrale della proposta è dunque 

j fia f*i I vg »/i 

— xy =z —X y H-ti, 

Qucst' integrale combina con quello trovato sopra {182). 

§. 187. Deir equazioni , per le quali si può ottenere la se- 
parazione delle variabili 1 facilmente si trova il moltiplicatore; 
infatti sia Pdx h^ Qdy = o un' equazione differenziale , la 
quale per una certa tal qual sostituzione di due altre variabili 
t ed zz invece di x ed j/ , divenga separabile: supponiamo che 
fatta cjuesta SQstituzioue , si abbia Pdx -h Qdy = 'Rdt -h Sdzfy 
e che' in questa formula Rdt -f- Sdu per mezzo della divisione 



per V, il che ci dà 
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ILL 



} si ritrovino le variabili scpara- 



R 



te, sarà aMora — una funzione della sola f, ed f^ una funzio- 
BB éelftr gola u» Essendo dunqne la fòrmula ^'^* ^ ^"^^ integrabi- 

' le dà se medesima , sarà jincora integrabile Jf — — ad essa e- 

gualc , purché in V si ripongano le variali^li co^y. Potremo* 
pertanto per mezzo della separazione delle variabili neir equa- 

zione Vdx h* Qdy = o , venire in cognizione del fattore -1 , 

per il quale moltiplicata, diviene essa integrabile *da se medesima . 
L' equazioni omogenee si possono sempre ridurre tali , che 
le variabili vi siano separate ( i&i ) : di questa classe dunque 
d' equazioni facilmente se ne potrà trovare il moltiplicatore ; 
infatti sia Hdx h? Qdy = o uu' equazione proposta nella qua- 
le F e Q siano funzioni omogenee di n dimensioni delle va- 
riabili\x , j^ : facciamo y = ux j e supponiamo che qoesta so- 



li 



stituziohe ci dia P= a? U , Q = a? V, essendo U e V" due 
funzioni soltanto di ù . Ora q;uella supposizione ci dà dy ::^ 
udx Hr* ocduf dunque 

Qdy 

Qdy = X (TI -h Yu)dx --h ^ 



Vdx 
Vdx 



X Udx ^ X Yudx •{• xVxdu > ovvero. 



Ydu: 



-hi 



ma questa formula, divisa, per x" "(Uh- Yu) diviene integra- 
bile ; dunque anche V altra PcìL» .H- Qdy lo diverrà, se la di- 

videremo per x .(Uh- Yu ) == Po? H- Q;^ ; sarà dunque 
il moltiplicatore idoneo dell' equazione omogenea Vdx 



Qdy == o, e la formula ^^^ "^ Q^> = o sarà sempre integrabi- 

1« da se medesima . Il dì lei integrale poi si troverà eoa la re'> 
gola del §. 185. 
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Sarebbe desiderabile <cbe si potesse avere un metodo 4ìr«t- 
to per trovare i moltiplicatori i quali rendono integrabili V t^ 
quazioni .difFerenziali : ma per ,adeì8so ,alcnn QeooieKa non :ha po- 
tuto riuscire in una sì importante ricerca . Tutto si rìdoce a teii>> 
tare alcnae moltiplicazioni > ,cbe possono ^essere gìcidicaM A9 ptn 
adattate. 

Ci tratterremo ;a trovare in alcuni •esempi jl jllM^tiplìettorfi 
dedncendolo dalla separazione delle variabili i e ciò ad unico 
aggetto d' addestrare i nostri Lettori in questi calcoli ; del re* 
sto quando ài una data equaziione se ne è ottonata la separa- 
zione delle variabili 9 .è allora ridotta all' integrazione delle sem- 
plici funzioni , e quindi è inutile il ricercarne il moltiplicatore . 

Esempio I: Assegnare l'idoneo moltiplicatore per l'equazioi^ 

dx{mx H- /3y H* y ) H* cfy {.ix H- «J^ H- ?) = p. 
Facciamo primieramente 

«a? H- /3y r4- r = ^> ?a; «^ €jf ^ ? =: 5 > ed in conseguenza 
adx H- J3cfy =5 rfr , ^dx *+ edy =z ds . Sarà allora 

dx = '^'Zaj- » '^y == 773^ ♦ ® ^* ^^^"^ equazione , trala- 
sciando il denominatore perchè costante , si cangerà in quest' altra 
^rdr — firds ^ asds — ìsdr = o , la quale essendo omoge* 
nea diviene integrabile dividendola per 
€rr ^ ( P H* ^)rs ^i^ a ss: il moltiplicatore dunque della no- 



stra proposta equazione sarà ...^^^J^^,,^^,, 



it 



-^ ^ nel quale converrebbe porre per r e per 

s i respettivi valori in x ed y . 



Esempio IL Cerchiamo il moltiplicatore dell'equazione 

sdx 

X 

Facciasi » = —, ed a causa di dx =s — ^^ la nostr^ 



dy ^ yydx — '^=,0. 



formula diverrà 
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dy ^yj!^ — joitdt = o. Poniamo in qnest' nltima «qoazione 
V = f — ff« , « diverrà ^ w (xis H- zzdt — adf ) = o , 



la quale divisa per <f ( «« — a ) . i^fista separata ; la nostra e- 

coazione dunque divisa per 4t* ( z» *- « ) = ^ =■ 

il — «jf )' — " diviena integrabile ; sarà pertanto il ricerca- 



te moltiplicatore — - — ^'-^-i — , je 1' equazione m conseguenza 
**d y -t- **yyd» - g/» _. p g^j.>^ integrarle da se medesima. Per a- 

vere quest* integrale si riguardi , secondo la regola del J. i8s> 
« come costante , « «i otterrà integrando riguardo ad > 

JL l * ( I - *ylj-j/g . X , essendo X una itanzione di a: - 

Per trovare il valoxe di questa funzione si differenzi di 
nnovo ) e «i avrà 

1' equazione integrale sarà dunqne , . 

i ^^l±i!llr5M = ?5^ •,. C- 

§. i88. Può essere ancoi^ ^i qualche otiliA^ assegnata la 
fortaa di uà nnikiplicatore 9 il ricercare quali s(jfio queir equa- 
zioni , che in virtù di esse divetìgono integrabàli per «e mede- 
sime: per quanto nello stato attuale dell' Analisi quest* indagi- 
ne non sia di grande imponanza % pure ce ne occuperemo al- 
cun poco perchè lo può forse divtui»«. Quante dottrine giudi- 
cate sterili , hanno in seguito somnp ni strato ad altri Geometri 
dei metodi fecondissimi di Scoperte Analitiche! 

Abbiamo detm al § 186, che se z rappresenta uno dei 
fattori 5 che rende integrabile per se medesima V equazione 
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fdx -^ fbdy. 3=3 o (' scrivo cosi V equazione del primo- ordine, 
piuttosto che dy h- Rcfa? = o, perchè mi servirò in altro si- 
gnificato della lettera R ) , egli- sarà Brv* integrale dell' equazio- 
ne al differenziali, parziali 

{A)......-{^)-P(g)-h{(t;).-(g)}z = o/ 

Ora io suppongo^ clìe sia data il fattore z y e che si ri- 
Gerchi qaali debbono essere le due funzioni a ) /3 , onde 

z'xdx^h zfidy == o sia una differenziale esatta. 

E siccome non possiaino venire a capo dì qaesta ricerca. >: 
quando si prenda in tutta la generalità ^ così assegneremo alcu- 
ner forme indeterminate al. fattore ed ali* equazione , e le de- 
termineremo in maniera che la. moltiplicazione per q;uel fattore 
renda integrabile da se medesima T equazione supposta • 

Sia per esempio z. = ^ — ^-^ ; ed^ a cagione di 



r**equ*aziòne ("Addiviene 

identica se « , /3 sono funzioni omogenee dèlia medesima di*» 
mensione n, giacché si. ha (: §. 19. ) in qruesto caso^ 

duce r equazione precedente a questa- qui w«j3 = nufi , 
Mettiamo là medesima equazione sotto la forma. 

y _ìì: f^L. .4, ^ -.^ — — r=r 0-; e tacendo — = my 

si cambia in qnesfa' 

y{ — ) -h x{^).z= o, dall' integrazione della quale dipende 
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r 

il valore di m , -ovvero di 4 • - . 

CI 

L'integrale di quest' equazione a differenze parziali At\ pri- 
mo ordine lo abbiamo trovato alla fine del Capitolo IV. , ed è 

m =r';/^(— ) rappresentando perjr( — ) una g^ualunque funzione 
Ai — : sarà duncrae — — ^^ > ovvero ' — ^ , avverò 

anche - — ^ ^ , una differenziale esatta . 



. i 



'-^/(y?-/f) 



Supponiamo che il fattore z debba essere funzione di « 
soltanto e di cp^ftanti ) e cercbiamo quali debbono essere «.»^ 
pjerchè adx r^T ^dy divenga una differenziale esatta moltiplicata 

" " - ; ' • * ' ■ i 

essendo per z . In questo caso si "ha (— ) = o , e 1' equazioiw 

■..'■.' ^ 

(A) diviene (?) — ' (5^) = ^.(?). Una delle due « e .13 

rimarrà in riostro arbitrio: potremo dunque prendere per J3 qua- 
lunque ;fqnzioo6 dì jf e di x^ ed ^ sarà allora determinata dall'e- 
quazione 



Se|3 = F(a;),a sarà necessariameme della forma 3/^(0?) 
f{x)^ e potrà rendersi esatta T equazione' differenziale * ; 

dy.'F^x) ^ydx.(p{x) ^dxfXx)\=i Oy . ' 

moltiplicandola per una sola funzione di x . Le quailtità F(x)^ 
f>i^)> f(oc) rappresetitano tre fon^ipui cognite di jìf^ . . 

§• 189. ^Prendiamo ora Y equa/ione 

ydy H- Mydx ^ ÌSdx == o , nella quale M ed N sono funzio- 
ni di a: . 

Qnest' equazione per quanto sembri in apparenza molto 
semplice, pure non sappiamo per anche integrarla generalment^ . 



ii6 UATÉUktteh «V tinti 

In questa esempio /3 = jf > * ss Mjn h* N > e quindi 

Supponiamo primieramente z di questa fbnns — - - t»- 

sendo P nna funzione di ». Post» ciò si avrà 
f^> — =J5._, (Ù) = rf!! 

facendo dP = P'cfir . Mettiamo questi valori oeir equazione 
(A) del ^. antecedente-, ed otterremo 

[n — I ) JVTy — nVy — MX h* nN = o« Ik qual» fioo può e«- 

sere identica senza- che sia 

t /i — 1 ) M — nP = o , ni? — MX a= ift.. 



Queste due ultime equazioni ci danno M =s -^ P'V 



»— I 



N =: '~- PP , ed in conseguenza abbiamo T equazione 

ydy -f. —- yVdx -^ -^ PP'cCr = o , cbe si può integrare 

mcJtipTicandoTa per • — i— ^ , qualunque d^altr^onde sk P» 
L'' equazione trovata > cui si paò darre la fbroiSL 



è un* erpiazuMie differcnziaìe omogenea tra le variabili: jf e Pr 
essa dunque ( 187 ) ha per moltiplicatore 






*• -»■ ;r^-i *^ -^ i~ri P* (>-*•')(*-*■—») 



: dunque reqnaziooe- 



1-Zl i-ZJ =a o è integrabile per se medesims. 

Onde integrarla effettivamente osservo» cjie 






(C»-.i)j,^P)— • 

■ * 

àéìV equazione sant ( 184 ) 

i—./cjgr ^±1 __ ^ F<P) = o» prendendo per P(P) 



.»•— t 



tt«*-l)jr>H-P) 

iim tal funzione di P » ehe la diflferenzjale dell' ottenuto iute*- 
graie sia identicamente V istessa equazione differenziale prop»* 
sta y fi ridotta integrabile con la moltiplicazione del fattore idoneo . 
P^er avere questa funzione , differenziamo queir integrale 
facendo variare P ed ^ 9 e si avrà 

•Zi. £iyj±JL i^^^'^dy^j? \^aF(Pl = o, ovvero 

la quale equazione paragonata eoa 

tu costante ; l* integrale dimandato sarà dunqiie 



>• — • 



tir- i)jf-*-P 

Trovato Y integrale ed un moltiplicatore ^ si ha immediata- 
mente la formula di tutti gli infiniti moltiplicatori (i86)> i 
40 ali rendono integrabile la stessa equazione: sarà dunque sei 
nostro caso 



.»— f 



, ^^,, — * — > ^«-v pi ,~^^ — „\ la formula generale di 

tatti i fattori i e qoesta comprende anche il fattore - — ^— ^ tro- 
vato sopra. 



Quando ;^ = 3 , ]a trasformazione fatta per gmngcre all' in- 
tegrale i)rece46Qte Jioa ba Inogo ; poiché in qujesto caso dob- 

biamo integrare r-^^^r» » di cui 1' integrale è I6g{y h- P) — 

— ^ , die Wsogna eghagKaf e ad una costante arbìtrarfa • Vi è 

ancora il caso di /z = i ^ nel quale le due equazioni id.enti- 

» 

elle danno ^ = P, P'=:o, P = costante : se fosse cioè 

propósta r equazióne' j^^y H- Mj^dx h* (iSiLdx = o ,- si. po- 
trebbe rendere integrabile dividendola per y:^ av^ jed il suo 
integrale completo sarebbe 

y, — ar( jy -4- a ) H* /Mei» =c G . : , 



■ . Supponiamo ora che il fattore, il, ijnale rende integrìrtiile 
1 equazione , 

ydy H- Mi'cfjc H- Nda? = o j sìa 

z = — ;^ — ^ — 01= ' èssendo sempre P e Q funzioni di x , del- 

le quali le ditferénziàli siano "rappr/eseptate 4^ ^. A* > .Q'<;?a?...lfl 
questa supposizione abbiamo ,,^ . • 

do questi valori nell' equazione (A), la jcangeremo in cpesta qui 

{(a/i- i)M-raP'}/.H- {(ra-i)MP^2;zN-nQ'}j> h- 

TzNP — MQ- c= o , la quale dovendo essere identica , dà 
necessariamente 

(ara ^.x ) Mc?a? = ndV , ( « — i ) MPc£a? -h !?«?f.c^flf ~ «c^Q , 
«NP = MQ . 

■ Dalla prima è dajla "terza si ricava 
T^dx = J:^ , «Nd» = ^^JL — —^^-^ : sostimendo qu<5- 

sti valori nella seconda > si avrà 
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^ ( 2M — I ) P 2» — l 

• 

L'integrale di qaest' ultima equazione si ha dal §. 182; 
in uno degli esempj che vi sono riportati 9 si trova questa equa* 
zìoue , con la sola dìlferenza che là le variabili: sona ^ ed a;^ 
G qui Q e P . Qaest* integrale è 



.2»— I 



Q = ~ P H- cP' rappresentando e una costante arbitraria.. 

r 

Dnnqpe 1* equazione ■ » 

/ — -\ 

ydy ^ r-'-yd^ H- -!— (-'- P H- cP'*'~ ) dP = a 

diverrìi- integraBìTe moltiplicandola per 

. y qvxQlaaqne funzione di % sia P . * 



Allorché « = —, fa prima df quelle tre* equazfonf tra P , Q ^ 
M > W , ci dà dP = o r quindi P = 6 costante arbitraria : Ib 
altre equazioni di-vengona allora ' — T^ Mc£a7 h?» Nd[a: =? -1 dQii 



iifilSr = MQ, e danno Md» = 2^^* -^ ^ ww* ^ j,^- ^^ 

S ^ * 2Q ' 

i 

ricava Nda? = -|5^-!|j , Mdx = ^^^ ;. così 1* equazione 
ydy H- — -^ ,1^>'^^ = o diverrà integrabile essendo moltìpGca- 

«a per ;;7(jrTnjT-Q:) • ^'* 717^7-^^) ^^^^S^^^^' per rapporto- 
ad y dà 

• ■ 

dunque il primo membro della proposta avrà per integrale 
la quantità precedente più una funzione di Q solo, di cui la 



f 
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differenziale è p^_ . Questa di/fbrenziahs ha per integrale — 

jHj —Q)> 4a»cfae Infine l' integralo completo dtlU prò- 
posta sar^ 

costante . 

Nel 0980 in cni 11 =3 I , 1* e(|nazione da integrarsi è 

yd^ H- ydP -i- ( e *^- JL ) PdP =5 o, la quale è omogenea . 
Il fattore che la rende integrabile , dato dalla formula snpeiiorei 

^ ' f che combioa con ciò che abhiam detto 

Gootìnuando qnest* indagine y si potrebbe supporrò 

allora troveremaio altre classi d' equuieni integrabili . Noa ci 
tratterremo sopra di ciò y poiché la determinazione di Q » E. ec. ^ 
noHr solo è della massima difficokàf ma non pnossi ottenere che 
nel caso limitatissimo di ;z = i ) ciò che rende anche più par- 
ticolari le eqoaziooi che si ridurrebbero integrabili con la mol*' 
tiplicazione di quei fattori • Si veda il Calcolo Integrale del 
Sig. Gousiu • 

§. 190. Prendiamo adesso un'altra equazione 

(y ^ ^ )dy ^ Mydx => o , e supponiamo che essa debba di« 

venire integrabile con la moltiplicazione di un fattore di que- 



ttf 



•» — f 



Ita forma z =^ -t-^ì. — ;?> essendo M > N , P > Q fonzioni di ». 

Paragonando quest'equazione con la formala »dx^fidy=Ot 
si ba « = M^ , p s= jr -i- N » quindi ( ikceado ^N = Wdv ) 
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(g) = N%(g) = M 



1 






» — t 



( ^ ) = — -f~r^~^QY » poniamo ora questi calori ncU' «qna- 
zione (À) del §. 188, e si avrà questa trasformata 



<(72 — a)M — N'-H- F)^ 

<(/2 — I )MP — NT H- NF H- Q')y 



( «MQ - N'Q .^ NQ' ) / - ' 



.^alla qnaie si ricavano T, equazioni seguenti 
( /2 — 2 ) Mdx = dN — c^P , 
( 72 — I ) mVdx = PdN — NdP — <2Q , 
nMQda? = QdìH — INT^fQ . 

,Sia 7Z = .0 , e si avrà subito ^ = ^ , <e j)er (Consegncn- 

22i Q = aN , quindi -quest* altre due equazioni 

oMdx H- dN — dP = o, 

TSlPdx -^- PdN — NdP — .«(iN ==,0; togliendo la seconda eqna- 

;:ioae moltiplicata per ^ dalla prima .moltiplicata per P , si ricava 

~ PdN — PdP .^ aNrfP H- 2adN = p , ovvero 

.<^N H* ^J~ == —^1 equazione lineare in N del primo ordine. 

L' integrale ,di quest' equazione èN=P — a-i-6(2a — P)*. Ma 
nMdx = <2P — /dN = .«6 ( aa — F ) <£P ; dunque 1* equazione 
H- P — a -fi 6 ( aa — P )• ) d[y H-*ft ( aa — P ) j'dP = O 
«ssendo proposta la renderemo integrabile ^ dividendola per 

Tom. IH. Q. 
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/ H-P/h- {a(P — a) H-a&(a« — P)*}y. 

Consideriamo in fine 1' equazione 
^y ^ yy^ H- Xd» s=3 o ) e supponiamo cbc debba diveni- 
re integrabile da se medesima moltiplicandela per — 



Determinìame- P, Q,RyX ia modo che qnesto sncceda . Se 



facciamo « = X-hJ7>^=i,a = r?-jr^pr:;ra» 1* equazio- 
ne del § i88 diverrà 

( aPQc/x - dP ) yy -*- ( aPRda? - aPXda? - aQdP h- aQdQ )y h- 
( PdR — RdP — aPQXd» ) = o , la quale si decomr 
porrà itt queste tre 
aVQdx — dP = o i 

aPRcTa: — Q,VXdx — aQdP H- aQ<£Q = o ? 
P<2R — RdP — QtPQXdx = o . Da ciascuna di queste- si rl^ 



cava comodamente fi valore di y\ cioè 

F ^ Q . R 

Di qui sì ricava oQ ( R •^ X ) dee = dR r 



cendo le opportnoe sostituzioni nell' equazione 
aQ'rfac = Rda: — Xdx -h <iQ > si avrà 

QdR (R-XVrfU . 



dQ,9 ovvero 



KH-X 2Q(RH-X) 

aQ*ciR = RdR — XtiR h- sQRdQ -^ sQXdQ 

dalla quale si ha 
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B. -4. X = giy - » W» i sarà pertanto 

aQd* == ^j^ = 5?^.^^ > ed ia conseguenza 

p a(Q«-R)' ^ ^^ ^ 

Facciamo Q* — R = S , e troveremo 

4Q&fa? = dS; X = ^^ - Q' ^ S; R ^ Q* — Si P =. 

AV.CS); ayremo .dnnque quest'equazione 

<iy ^ éy:| H- <fQ — ^-^t,!^— =^ o , che diviene integralole 

moltiplicandola per _^|L,_^ = -_^^.sj_ ^ qualunque 
funzione di x sia una dti^le due Q ed Sy «tra le gnali è T eqtia* 
zione Qdx,=^ -'-•?• 

Non ci fermeremo di pm sopi-a queste ponsiderazioni , « 
rimanderemo i nostri Lettori al Calcolo Integrale del Sig. Enler* 

§. 191. Quando nn' equazione differenziale non può inte- 
grarsi con alcuno degli artifizi spiegati nei §§. antecedenti y al- 
lora si cerca di trovarjoe J' integrale per approssimazione . Al 
§. 95 abbiam detto come il Teorema di Tajlor ci somministri 
nn metodo > onde integrare Y equazioni per serie ^ oude trova- 
te cioè il valore di y ^Jat-o per una serie infinita ordinata per 
le potenze ói x^ così sopra di quello non faremo parola. Il 
metodo dei coefficienti indeterminati può talvolta darci spedita- 
mente r integrale di un' equazione ^ espresso per serie in que- 
sta guisa . 

5upponiaAo per esempio che vogliasi integrare T equazione 
4y -h ydx =: mx dx . Supponiamo 

y = Ax •*{• i}:i7 H- vj* H< ec. , e sarà 

dy = fiAx ~ dar -f (/UH- I )'Bx'^dx -<-((»-»• 2)0»" dx h- ce. 
Fatte ora le opportune sostituzioni nella proposta > avremo 
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* . f* tt-4> r 



} 



cbe- dovrà essere- vera, per qualunque- valore dì x ;. dunque do- 



vrà, essere n = ft, — i , ovvero « == « h- i > A = — , B = 

y =r OT { f^ *_ , «__! ce V 

QnestO' valore di y nom può però prendersi per V integra- 
le completo della proposta , poiché non contiene una costante 
arbitraria : ónde- introdurla: rippresentiamo- per X. quella: serie ,. 
e ikcciama y=^ X.^z-^ avremo» allora: per determinare z que- 



sta" equazione dz. h- zdx = o ,, e- perci5 j5=^ Ce *, essendo» 
C una costante- arbitraria ;, dunque V integrale completo sarà. 



{ 



*• ec. 



É» *l 



ir-^2)Ci»-+3) 



}^Ge 



Ma si può ottenere un*' espressione- per y dotata- di tutta 
la generalità che possiede uà integrale- complèto ,. in quest* al- 
tro» moda. 

^^^[-fi^yyy^y^ o r integrare- df una* qualunque equa- 
zione differenziale; 1* uso cui è destinata; la: costante e,, si è 
di fare in manièra, • che quando x' riceve u» dato» valóre a = a,. 
y ne riceva' un altro- parimente dato- y = 6'. Cow questa- con- 
dizione sì determina T idòneo valore dell* costante e,, risolven- 
do r equiizione /*( a > 6 , e ) s= o. 

Ora se potremo preparare 1* espressióne di y in* tal guisa' 
che facendovi a? = a ,. venga y = 6 , avremo' per y un valo- 
re che potrà prende i si per il completo integrale della: propo- 
sta , almeno ne farà inrieramente le veci . 

Per questo* poniamo* a? = a -{- /' , y= b -f- Ur e pren- 
diamo per rappresentare u una serie, della quale tutti i termi- 
ni svaniscano quando ^ = o ; sia 
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tt = At -*• Bt H* ^i H* ce. r 



rfw = fiAt H- ( fi H* I ) Bt -i- ( f» -4- 2 ) Cf H- ce. , 
e sostituendo» questi valori in du ^ {b ri* u) dt z=^ m ( a -+- 

t)''dtr si avrà 
iiAt H- ( /A H*- I ) Bt -K ( f* •^^ a ) Ct H* ec. 



b -4- At'' -i- Bt'*"*' ' H* ec: > = o 



— ' mcL — OT — a r — - m ^ a r — ec. 

I 1.2. 

eq;uazìone , che dovendo esser vera per qualunque valore di r, ci darà. 



(T 2= I > A = TflOL. -^ 6 ) B 



ti^i n 



. a. 



»— » ■— I' 



. s= — ■ ■ '^ ■ ■ — ■ ■ ■ ■ * — j cc% jjunqne 

Xz^b^{ma-b){x^a)^{'!i!^^^ 

m 
Qncst* espressione- per y* soddisfa alla proposta- ed è^ tale y che 

fatto x= a » sr ha y =ib. 

Si può -avere- ora. una; serie- convergente* del valore* di y 
in questa guisa • 

Supponiamo che a- crescendo" contihuaracnte* per eguali In- 
tervalli Aa divenga: infine^ x'^ e che l valori corrispondenti di y- 
sìiano come segue; 

b corrispondèiìte ad* .... cr 

&'.... • ...... a H* Aa = a' 

b'^ ..%.•...... 1. .• . a H* aAa = a/ 

ò" ................ a H- sAa = a" 



••» •'• *~» . .*• *■» a .•• . . *•• » 



»• ■• 



y zss b .*...... a H* A Aa s=s a srs » 



(^ 
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e si iviÌL dalla serie qaì sopra ottenuta 

J' =6 •* { ma' - 4 } A« ■^- { """'--f-*' } (Aa)- * ec. 



j, = 6 ^ ^Twa —5^ •}Aa^ea 

Si sommiao tutte queste equazioni e ne ricaveremo 

jr = ^ H- MAa H- N(Aa)' H- L(Aa)' ^'ec, 

Ija qual serie tanto più convergerà, quanto minore saia A«« 

In generale se avremo un* equazione dHFerenziale Pda? -{• 
Qdy = o , nella quale P e Q siano funzioui di x e dì y , e 
vorremo trovare il valore di y dato per una serie ordinata se- 
condo le potenze di «?, cominceremo dal fare anche semplice*, 
©ente ^^ = A -^ B« h- G»* h- Ea?» h- ec. , per il che avremo 



( ^ ) =? B H- 2Ca7 H- ^Ea;' -»■ ec. ^Spstituesdo allora questi valori m 

(£) = "~ I » avremo 

— ' =?= B H- 2Ca? H- sEo?* p-i^ ec., da cui P ^ Q(B ^ aCa? h- 

3Ea?* ^ ec. ) == o. Quivi se aostitnìremo in P e Q invece di 

y il valore supposto » ed ojidineremo 1' equazione risultante se- 
condo le potenze di a? , avremo le equazioni panicolari per de- 
terminare quei coefficienti A , B , ec. 

Facciamo un qualche esempio ; sia 1* equazione ady -4* 

iy — x)dx = Ot e fatto ^ = A h- Ba? h- Co?' h- Da?* H- ec.> 

avremo 

{A -i- ( B — I ) » H- Ca?' H- Ba?^ H- ec. } h- Ba H- aCaa? -f- 
3Daa?* «f. ec. s?: o » 



1K. 
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cho ci darà B == — ^t G = ^^, D = — A^, E : 

-^ ec. t ed in conseguenza 



S . 3 . 4« 

Qnest' integrale s^rà completo 9 perchè contiene la costane 
te arbitraria A . 

Per an secondò esempio prendiamo T equazione 

dy =^ dv — ^xdx H^ ydx h* xocdx •+ arj^G^o? > della qnale NcQ- 

ton ne dette il prima V integrale espresso per serie . Sarà is 
questo casa 

P= r — 30? H* y -f* ^» H* a?y , Q= — 1 > e facendo» 

j|f = A -0- Ba? Hr Coc* •+• ec. , si avrà 

I — 30? H* j H* ^ap -4- ^ — ( B -K aCop H* 3!^* H* ec.) = 0| 

quindi sostituendovi il valore delfji^ ^ ordinando secondo le potenze 
di 07 > ed eguagliandone i lespettivi coefficienti a zero » otterremo 



'^* '*'^ ec. j, sarà dunque 



aA -f- r ^? 



:A-h(A-H i)5CH-(A — i)a?*-+ ^ — x^ ^ 

3 

** "" ^ o?^ -h ec. ,. e qnesto sarà Y intagrale completo 9 poi* 



13 

che contiene F arbitraria A . 

Quando le variabili che entrano in P e Q t sono elevate 
a potenze frazionarie » la strada più spedita per applicarvi ti 
metodo dei coefficienti indeterminati è dr toglierle per mezzo 
di qualche adattata sostituzi<Mie : così se fosse proposta T e» 
qmrTione 

dx ( oxjf* ^ bxy^ ) H- hdy = o , cominciando a ridurre gli 
esponenti allo stesso denominatore, si avrà 
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e si avrà dalla serie qoì sopra ottenuta 



h' ^b •i'{ma^ -byi^^a-^ {^ ««'"'-r'-^* } (Aa)' h- ec. 



h" = i' H. {z^a'^H-ò'} Aa -h {??=i i^'^^-^} ( Aa)' 



ec. 



y ss o — f- < ma — o V /j^a h^ ee. 

Si sommino tutte queste equazioni e ne ricaveremo 

jf == J •+. MAa -H N(Aa)' h- L(Aa)' H-'ea 

Ija qual serie tanto piti convergerà » quanto minore sarà A<z • 

In generale se avremo un* equazione dhferenziale Vdx 
Qdy = o , nella quale P e Q siano funzioni di a? e di j' ♦ e 
vorremo trovare il valore di y dato per una serie ordinata se^ 
condo le potenze di x , cominceremo dal fare anche semplicCf 

^ = A H- Ba? H- Ca?* h- E»^ h- ec, per il che avremo 



( *^ ) = B H- 2Ca? H- 3Ea?* ^ ec. jSostituaBdo allora questi valori i.a 

(£) = -!.-«- 

_| = BH.aC.H.3E«'H.eo.,da«,iP^Q(B-nC«H. 

3EJC* H* ce. ) = o. Quivi se sostituiremo in P e Q invece di 

y il valore supposto 9 ed ojidineremo T equazione risultante se-- 
condo le potenze di x 9 avremo le equazioni particolari per de^ 
terminare quei coefficienti A 9 B 9 ec. 

Facciamp un qualche esempio : sia V equazione ady -f» 

{y — a?) da? = o 9 e fatto ^ = A H* Ba? ^ Ca?* h* Da?^ H- ec. p 
avremo 

-[A -f- ( B — I ) cw H- C^* H- D»^ H* ec. } H* Ba H- 2Ca» -h 
gDoa?* H* ec. = 09 
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che ci darà B =: — ^r G = ^4^, D = — AiiL, E 



K-¥a 



S . 3 . 4ii 



- ec. y ed in conseguenza 






Qnest' integrale s^rà completo 9 perchè contiene la 
te arbitraria A • 

Per nn secondo esempio prendiamo T equazione 

dy =^ dv — ^xdx -K ydx h* xosdx H- xydx > della qnale NcQ- 

ton ne dette il prima V integrale espresso per serie • Sarà is 
questo casa 

P= r — ^x ^{* y ^^ XX ^ xy y Q= — 1 > e facendo 

j^ = A -0- Ba? -^ Cac* -+• ce. , si avrà 

I — ^x^^y ^{* XX ^ xy — ( B -k aC^ H- 3!^* H* ec.) = 0| 

quindi sostituendovi il valore deirji^ > ordinando secondo le potenze 
di X ) ed eguagliandone i lespettivi coefficienti a zero » otterremo 

B=:AHrirC = A~i, P =z^A±l, E = **::i2, F = 

'^^"^' ec i sarà dunque 
00 

** "" ^ o?^ H* ec. ,. e questo sarà T intagrale completo > poi* 



13 

che contiene V arbitraria A . 

Quando le variabili ehe entrano rn P e Q ^ sono elevate 
a potenze frazionarie » la strada più spedita per applicarvi ti 
metodo dei coefficienti indeterminati è di toglierle per mezzo 
di qualche adattata sostituzione : così se fosse proposta V e» 
qmrzione 



I ^ . X 



dx ( axy"^ ^ bxy^ ) H- hdy = o , cominciando a ridurre gli 
esponenti allo stesso denominatore , si avrà 



#.» 



*'. 



/ 
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a a 



4x ( axy^ -^ òxy ) ^Jtdy z==<:>, h quale si riduce a 
da? ( axz h- ^a;* ) -H- 6hz\dz = ,o , col farvi y^ = z . 

Taluna volta giova cercare piuttosto il valore di x «- 
spresso per y : il metodo però è jo stesso . ;Si fìnge una serio 
A H- B)» -{- .Cy'- H- .«e. per rappresentare x , ,e quindi si de- 
terminano i coefficienti indeterminati A , B , ec. 

§. 1 92. Andiamo ad esporre un altro metodo d' integrazio- 
.ne per mezzo delle serie . 

Supponiamo che 1' integrale completo di un* equazione dif- 

ferenziale \del primo ,ordine , cioè in x ^y e (^), sia y =s 

/(a;, a), essendo a la costante arbitraria Dando ad a un va- 
lore particolare.^, la quantità /( a? v^ ) sarà un valore parti- 
colare di y^ che noi rappresenteremo "per j> , e che supporre- 
mo .conosciuto in una .maniera qualunque : Facciamo frattanto 
/z == h -4- i , « sviluppiamo la funzione f{xyh -f i) in se- 
rie ascendente ,secondo le potenze di i: jì primo termine sarà 
f(Xih ) = p, e gli altri termini saranno delia forma gì -f. 
rz* -4- ec. , 5 , r essendo bielle funzioni di x . Se si sostituisce 
quest* espressione di jx nell'equazione darà del primo ordine^ 
converrà che essa si verificili indipendentemente dalli costaa- 
te i che dee dimorare arbitraria . 

.Sia dnnque (g) = F(«,j>) 1* equazione .del primo <oi^ 

r 

dine alla quale soddisfa il valore particolare y = pi si .avrà 
dopo questa .condizione (^ ) = T ( a? , p ) . 

e • 

Sostituiamo per y la serie p m- ai h- rr ' .H- ec. , e per T ^ ) 
la scric if ) H- (5J ) r H- ( g ) £' H- ec. , e si avrà primie- 

xameMe 



Poniamo qi ^ ri' H- ec. = w ^ e scrivendo F per P ( ^^p ) > 
si avrà 
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CLL)!. H- €0. > ovtero 



{'£) -)- (g).--)- (*)r -4-^0. =!•(«,,) H. (|) ui-^ 



ri' ■+ ec.) -e (^) ^ ( ?'»■" H- «Sri* H- «e. ) H- 



Ora (4) = r(,x,p); danque (j^) = j(^),(*) = 



f (1?) ^ L(l-r) ec .^ equazioni t)he serviranno a deter^ 

, minare saccessìvamente le incognite q j r ec. "Esse sono lineari 
del primo ordine ; possono in conseguenza sempre integrarsi com* 
pletamente ; ma per noi basteranno anche degli integrali parti- 
colari. In questa guisa avendo determinati i valori di g , r ec,> 
si avrà questo vakire completo di y 

y =s p M* gè -!• ri* H* ec.> nel quale ì sarà la costante arbi- 
traria cbe mancava al valore particolare y z=z p . Questo valo- 
re è invero espresso per una serie 9 ma la convergenza di que- 
sta serie dipenderà dal valore della costante i , 

Per farne tin esempio 9 sia proposta T equazione difTerenziaìe 

4ydy — 3ad« — dx 1/ { 4>^ *— à^"" ) =5 o . 

A questa soddisfa T integrale particolare ^ ^=: jc . Vci a- 
verne il completo > diamogli questa forma 

I 

Tom. HI. R 
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/dfv • t 3»-l-v^(4^*--3jr») 

ec, ec. 

facciamo ora p =: x y ed avremo 



ce. 

ili' equazioni per determinare q^r ec. , saranno dnnqne 

— -f* c' ec. y essendo e r e' costanti arbitrarie • 

Siccome ci bastano dei valori particolari di q^r tc> ^ cosi 

facciamo e == i- , e' == o > ed avrema gf = ± , r= 4- • — ec. ; 

sarà pertanto il valore completo deir y y il seguente 

ji = ^^i. ,^||^*^ec. , essendo i la costante arbitraria . 

Che qnesta appunto sia la serie che esprime il completo va- 
• lore deirj^, si rileverà dall* osservare cbe l'integrale compie- 
to^ di qoeU' equazione è j^* = ^* •-*• oa? h- <2* , il quale diventa 
y z= X y quando a = o> e per qualunque valore della costan* 
te a , si trova 

j = a: C I H. ^ H^ fi/ = X fi H- JL(i^. ^ <) - ^(^ H. ^J H- ec. } 

= ar fi -f ^ H- |f! H- ec. "^ = a? H- -1 -f ^ H- ec. 

]a guai serie cooibina con quella trovata con 1* altro metodo , 
Un tal metodo è il fondamento delle solti/ioni dei princi- 
pali Problemi della Teorìa; dei Pianeti : siccome hs esceotricità > 
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e le inclinazioni che debbousi riguardare come costanti arbitra- 
rie , sono piccolissime , e 1' effetto delle attrazioni e anche pic- 
colissimo , il circolo dà subito dei valori particolari, i qnali si 
completano in seguito per mezzo di serie x)rdinate secondo le 
potenze di queste costanti piccolissime , 

fi 103. Si può taluna volta trovare 1 integrale approssuna- 
to di Tin' equazione per mezzo delle frazioni continue. ^ 

Non sono invero di grande otilitk simili integrazioni, pu- 
re ne faremo un cenno . Abbiasi Y equazione 

(o) . P -^Q> -t- B/ -i-S(g) == o, nella quale P, 

Q , R , S siano funzioni dì x . 

Se noi poniamo y = -^— , > essendo X ima funzione inde- 
tcrminata di X , ed y un* altra variabile , ei avrà facendo le 
opportune sostituzioni 
(i) F-l-Qy H-Ry*H-S'(^) == o, nella quale 

P- = P -i- QX ^ Rr -i- S (g), 

Q' = aPH-QX^S(2), 

R'==P. S'== — SX. 

Trattando Y equazione ( i ) come abbiam trattato Y equa* 

zione ( o ) , cioè facendo y = -^ , si avrà per determinare 

y , 1* equazione 

(a) P" H- Q'y -^ R"y" -+ S"(-g^) == o, nella quale 

P" = P' H- QX H- R'X'* H- S'(^') , 



Q-^aF^QX^-S-cf), 



R" == P' , S" = — S'X' , e così di seguito : in questa guisa 
troveremo 
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X 



■*•— «"w^ 



. . X" 



X'" 






i-+ec. 



Per determinare X » X% X'' ea > sappomamo^ X :^ Ax y, X' 



flt 



Bx > X''^ = Co?, eo. y ed avremo ia principio y = -A!L- . Se 

I ^T" J'- 

noi trascuriamo' y' t sarà j^ = Ax , dy=.Aax » e la pro- 
posta eqnazioue si cangerà in. qaesta 

P -!• QA« H* RA*x H* SA«x = o ; dovrema dnnqne 

determinare A ed « im moda ctie nna tale equazione sia sod<^ 
disfatta : ora supponendo or piccolissimo' ( e quando^ questa sup» 
posizione non potesse aver luoga ^ non è di alcun uso it meto- 
do ) si ritengano le sole potenze inferiori della x ^ lasciando 
solo neir equazione dne termini ^ per i quali possano» rendersi 
eguali gli esponenti con una adattata det&rminacione di a : si 
avrà così il valore di « ,^ e quindi quello di A sarà determina- 
to col rendere eguali i coefKcienti di quelle due potenze di a* 
Trovato» il valore di X ,. si conosceranno i coefficienti del- 
la trasformata in y-p cosi se facciamo y= o> si avrà y = 

X^ :5=r Bx ; sostituiremo dunque questo valore dj y neir equa- 
zione cbe a Ini sì conviene r e determineremo B e jS" in roo* 
do che con questa sostituzione V equazione trasformata ( i ) sia 
soddisfatta; continuando in questa guisa, si troveranno tutti i va- 
lori dei denominatori X , X"" > X"^ ee. 

Quest" operazione terminerà quando una delle quantità F r 
Y\l^' te. f che formano i primi termini delle trasfarmate , si 
annullerà da se medesima * Imperocché sia 

Htt •*- Tu* H-V(-) = o r ultima trasformata , o quella nel- 

la qnnle il primo termine è nnllo ; per H , T > V , k noi indi- 
cbiamo i valori di Q , R , S > ^ che ad essa convengono . Ad 



\ 
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una tale equazione; soddisfa u =: o ^ e- così ]a* frazionr cootir 
noa si termina. 

In questa: guìsa^ si* ha* nn* integrale* particofare della propo^ 
sta in y :. per avere il completo y, facciamo^ ia quest' ultima* tras*- 

formata z^ = — , edl otterremo* 

». . 

Ha -H T — V ( ~ );= o V che- è un'equazióne lineare del pri- 

ino ordine^ seropreintegrabile complètamente; si avrà: così il va- 
lore di u^ O' r ultimo^ valore di: j^ esattamente espresso . 

Eeiidiamo^ piiì: chiara, questa: Teorìa con. un; esempla. Sia. 
r equa^zibne* diffeienziale 



my H- ( I -H- ^ ) ( — )= o > e supponiamo che or sìa una quan«* 
tità molta piccola .- Sostituiamai primicrtmenter' A* per \y , e si: 
avrà ( otA. H- «A ) ac H- «A», "^ =0^6 trascnrando là: poten- 



za superiore- df Xp avrema aAx =0 , e* quindi i «=0; il 
coefBcientcr A resterà, indeterminato ,. e- si avrà per una: prima 
approssìmazione^ y =zr X, = A . Trovata questo^ valore di x y. 
ed avendo» dalla, proposta! P= o ,, Q «== m y R= o ^, S = 
1 H* a? , otterremo- per la. prima; trasforoiataù 

— m, — my' -^ ( r '^ x y {^) = o . Se ìxli quest* equazio- 
ne facci amo» 

y =3x y ay's=D^x. ,. avremo = 

— m — max. ht Bpac. -4> B^» =5= o ^. ovvero» tràscuran- 



<do le potenze mperkffi deir^v «— m H*-B^x. ~ ^ Pr coi 
si soddisfarà facendo ^= i ^ B == m:. sarà.daik|ne X'=y = mflC* 
La seconda trasformata, sarà ^ oli 



«? ) « (5^-) = o> in cui ponendo Ca? > Cy» dx^try 



dx 



\ 



\ 
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o per dy" , «ì avrà 

(ot— i)a?M- {i H- (ja — i)a;}C/h- CV^ 

« ) affCya? = o, che è soddisfatta da y = i , C = 

i.., avendovi però trascurate le potenze superiori della x. 



H- ( I 



a 



Avrebbe soddisfatto però a qoest* equazione y s=: o , ma noi 
escludiamo un tal valore , perchè 1' esponente di a? nel nume- 
ratore di ciascuna frazione integrante che segue la prima , dee 
sorpassare zero , giacché tutte queste frazioni debbono svanire 

quando a; = o . Il valore di X" sarà dunque — 



'!^-lx. Con- 

I .3 



tinuando questa indagine , si troverebbe X'" = — — a? , X' 

3. a 
«• — a „ Y' w ■+ a 



3. a 



"'— X ce. 9 e quindi 



IH- 



mx 



I — 



1 ' 2 



"Li -£ 
3 '2 



— 2 jr 
_ 3 ' a 



2 :r 

a 



1 — e& 



Qoest' espressione sarà T integrale completo della proposta > per- 
chè contiene la costante arbitraria A. 

Per un altro verso 1* equazione my ^{\ -i-ap)(^) = o, 

mX 



si ìntegra completamente esibaj's=A(i-^2c) ; dunque 
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t»-*-*r iH. ?^ 



— I « 



I • ' 






— a * 



I- 3 "- 



I -i- 






I — 



e quindi 






I 

l — — 






— a- _« 



. — 3 " 



E se noi rammentiamo che neir iotrodnzion© si dimostra 
(i^xY=^i^ ^ì£iL±SÌ ^ «lLlil±£ir •*. ea> avremo di- 



vldendo T equazione per m » 



l(i -f a) -f m(r(i H. a?))' -f ec. ss 



— I « 



• 



I 9 

X — 



I-f 



-4-1 JP 

3 ' a 
1 — ec. 



facciamo m qnest' ultima equazione m = o ^ e rroverema qne- 
sta elegantissima formala per esprimere il valore di Z ( i ^ (xr)f 



13^ 



y 
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Z(i H* *) 



II 



9 



l-f 



sa 



I -I- 



sa 



3. -£ 



L' espressione del bìoomio ( i h* x^ in una frazione con- 
tinua può anche ottenersi senza il Calcolo integrale ^ e per 
mezzo deir Algebra Elementare : si veda per K:|nesto una Me- 
moria del C <]feometra Pietro Ferrosi iuseiita negli Atti della 
Società Italiana 'Tom. TX. Ivi si troveranno altre inrei essanti 
ricerche sopra le frazioni cootinne . 

§. 194. Abbiamo, detto al §. 181 , che uri* equazione diffe- 
renziale si riguarda come integrata , quando essa dipende dair in- 
tegrazione di wmplici fónziooi diifereaziali : oja nella maggior 
parte dei casi uon possono neppure aversi gli integrali delle 
funzioni differenziali , ed in coaseguenza ^ rigorosamente par- 
lando^ dobbìam dire che neppure in questi casi possono inte- 
grarsi r equazioni ; così ottenuta la separazione delle variabili 
in un'equazione Pc/o:? ^f- Qd[y = o ^ e trasformata in Jidx H- 
Xdy = o ^ se non «a in nostro potere con ^Icun artifizio in- 
tegrare le funzioni ^differenziali Xda; ^ Yd[y , bisogna dire che 
r equazione P(&c -4- ^ày = o 9 generalmente parlando, non sa 
integrarsi; ?dico |[encralmente parlando , imperocché può darsi 
il caso che, mentre in un'equazione separata Xc?» = Yc?y non 
sona 1: <lu^ qreflabri pei* ^ medesimi int^rabili , t) lo sono sol- 
tanto per archi di circolo € logaritmi ^ non ostante siavi una 
rrla/ione .algebraica contenente una costante arbitraria, la qua- 
le soddisfaccia a queir equazione, ^ ne -sia in conseguenza \ in- 
tegrale completo . 

Mi tratterrò alcun poco ad esaminare questa specie di pa- 
radosso analitico , indicatoci la prima volta da Giovanni Ber- 
noulli ( Cornai. Epist. Tom. I pag. 60 ) . 
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Sia dy ' <p (y) lina fanzione vdiiFci^nzialc , Ja ^Dale non pos- 
sa integrarsi algebraicamente , e prendiamo per y una funzione 
algebraica di x^ facciamo ^cioè y =fx: la :iiostra «diffecenziale 

diverrà allora .c?a? .( ~^) - ^ (/a; ) : ,ora se la funzione ^5? sarà 

tale che (~^) • ?> (/^ ) == ^ ( ^ ) > si avrà xly . p {y) = dx X 

^{x)i in quest' equazione nessun membro sarà integrabile da 
se mede^mo algebraicamente , pure ad essa : soddisfarà la rela- 
zione algebraica tra x ed y ,data dair .equazione y z=fx. 
Serva per esempio la differenziale 



-— : se noi facciamo y =' ^ 9 si xivrà 



ducendo ;allo stesso denominatore 

a H- 2iy H- if = (^'H-^r--i>)U-*-^*^H-c^M ^p^^ il ^he vien 

subito 

-^^ — r = ^ r y ^cd è mauifcsto che a quest' «qua- 

zione differenziale soddisfa y = ^^ "/^ "" ^ , poiché la sostitu- 

zione di questo "valore la rende identica . A questo riguardo po- 
trebbe proporsi il Problema; data la funzione fx trovare V al- 
tra p {x) ^ che ravesse la suddetta proprietà : la di lui soluzio- 
ne generale pero è di -un* alta indagine , dipendendo dal Cal- 
colo Sommatorio , quando le differenze finite sono quantità va- 
riabili . 



Prendiamo T equazione semplicissima 



dx _^ dy 



composta tli membri , dipendenti «ciascuno dalla quadratura del- 
le coniche , e per conseguenza non integrabili algebraicamente : 
se noi la moltiplichiamo per xy ^ avremo 
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: ^/'*f* — : = •- ,*'-^l -— ; » ^^ integrando per parti , si otferrà 

* fdxy/{cai -H Jjy ) H- C . 

Ora r equazione proposta ci dà. 

dccy/{aa ^ yy)/=^ dyV {aa -^• a?a? ) , e quindi 

fdxV {cLCL ^ yy) =^fdy^{aa^^xx)v dunque 

y\/{ aa H* XX ) =^ xV {aa ^\-^ yy) •+- C sarà T integrale alge- 



braico completo di queir equazione . 

Con lo stesso artifizio, potrebbesi ottenere V integrale alge- 
braico dell' equazione 

Sta alla già trattata : basta* fare ar=2? — — y = i^ — 4.. e 
si ottiene subito una trasformata della forma 

de ^^^ àìT 

V ( rw H- *« ) V ( OT H- «// ) ' 

In questi casi ci ha potuto condurre all' integrale algebrai- 
€0 la regola* dell' integrazione per parti . Prendiamo in esame 
altri casi piii complicati, per i quali adopreremo un metodo da 
La - Grange immaginato e reso più semplice da Euler y Atti di 
Pietroburgo Tom. Il Part. I. Abbiasi V equazione 

^^ — =**^ - y della qjiale si voglia T integrale cont- 



pleto indipendentemente dalla parziale integrazione dei suoi due 
membri. 

A quest' equazione si può sempre dare una forma piiì sem- 
plice , facendo sparire le potenze impari del denominatore : sen- 
za dunque alterare la generalità della ricerca , supporremo che 
r equazione da integrarsi sia 



dx 



^^ . Poniamo per semplicità di Calcolo 



X = a H- CO?* y Y = a H' e/ 5 e r equazione diverrà , pren- 
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sdendo il segno superiore , ^ = ^ . 

Consideriamo le variaj)ili x ed y come fuu;iioni di una ter- 
za f, ed allora scrivendo C^)^^» i^)^^ P" ^« -e iZ)f , a- 



vremo — (— ) = é- ($^)' stabiliamo tra a? e * tal relazione eie 
sia ^(^) = I , e ne seguirà immediatamente -^ (^) = i ," 
qniodi X = (^) , Y = tè) , X _ Y = (^) _ (g) . So- 

stituiamo i valori di X ^ Y > ^e si avrà . 

<;(a?* — y") = (^) — (7^)- Differenziamo le equazioni 

X = ($^) , Y = (^) , e troveremo 

20» = -—- > 2cy = *f*' , e sommando 

Sia a? — y zs=qf e per conseguenza 

c(^' -/) = (^) - (|) = (^p, ovvero 
c(a7H-;r)(a— jf)=BC5(a?-i-^) = (^)» e quindi 
3c( a? H- >') = — ( ^) • Ma abbiam trovato 
2C(*H-J') = (^:):(^P ^ (g?):(g)i dunque 
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il cai integrale è: 

Iqg. q* =^ log. (£) H- U}g, (g) H> C : ovvero» passando dai loga- 
ritmi al numeri e cangiando^ la. costante , 
Ca- = (g) . (*), e quindi, G = i. (^^) . (è), „» 

( S ) = X = a ^. e* ,, ( S ) = Y = a -(. e/ ; dunque 

m 

E^ quest'ultima relazione- argeBraicT,, sarà: V integrale com- 
pleto dell equazione 

dx dy 



Se da una banda^ e dair altra: del ritrovato» integrale , ag- 
gmngiamo^ — ac ^ e cangiamo^ di« nuovo^ la format della costao* 
te arbitraria >. avremo^ questa- relazuine- piii semplice^ 



Prendendo ora a" considerare- il caso* dèi segno^ negativo^ 
SL avrà Y equazione 

rr^ "^ T'-i^ " PoDia™»* come sopra 

Facciamo' a? H-/=p , a; — ^ =j gr ,: a?y = «^ e; troveremo' 
( 7,) = X — Y = cpj ,. ovvero» 

^'i'^) == Q' • Per un altro' verso" 



N 
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yXr — xY =i y (^) ^^ x{^) =^ ( ^) j^ dunque: sostituendo per 



X e per Y i respettivi valori a h- ex , a -^ cy > si avrà 
a(y — a? ) -H cocy (a? — ^ )= (^) > che; diviene — aq ^ 

Eguagliamo^ adesso tra loro i due valori di q^y ed avremo» 
JL .(^) = ' -(— ) Y 1' integrale: della: quale* sarà: cp .=^ 

G (^cu — a) r essendo^ C una costante- arbitraria : in quest* ulti- 
ma equazione sostitueado i valori di p e di z^ , si avrà C = 

cxy — a 

§. 195. Continuando- V indagine- del §. antecedente- propo- 
niamoci r equazione 

^ = : ^ della qua- 

le alcun membro^ non è' integrabile- algebraicamente . Rammen^- 
tiamoci che la. differenziale 

-TT-r — ó , /t_^n 1^ e ^> 5 sf DUO sempre' trasformare in un' al- 

f^^ ( ^53) r ove' manchino le potenze' impari dellàì variabile a?; 
noi dunque potremo* supporre che' la superiore equazione* sia ri* 
dotta a non' aver le potenze- impari di quella^ variabile' >; ed ab- 
bia in conseguenza' la forma: 

V(A-^Cjr*H-E4f*) V(A-hC>*-hE>^)* 

Onde avere un integrale algebraico^ che* soddisfaccia- a quest'e- 
quazione , adoperando il metodo del §Ì antecedente , supporre- 
mo X yy funzioni di una terza^ variabile- t y e tali che- 

(^) =v'(A H- Cy* H- Ey ) : se facciamo' sparire i radica- 
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li , e qaindi differenziamo , dividendo di poi h prima equazio- 
ne per (~)dt, e la seconda per (g)df , si avranno in que- 
Sta maaìera due equazioni 

Ponendo ora a? h- ^ = p , w — ^ = g , il che ci dà 
X = ^Y^ , j' = ^^^ , le due precedenti equazioni aggina. 

... - • • 

te e sottratte, daranno 



('^)==CpH.|-(i>^H^3P.5-). 



( ^) = Cgr H- |- ( 3p'g -i- g' ) : di più essendo 

(S) (f ) = (g)' - (S)* ' «« sostituiamo per (g)' , (g)% i 
respettivj valori > si avrà 

Se dair equazione che ci dà il valore di ( ^4 ) moltiplicar- 
ta per q ^ sottragghiamo quest' ultima equazione > si ha 

5(^) -- (f ) (S) ~ ^P2*» ^* ^°*^ moltiplicata per 
^^(f), diviene 

T^ p -=aEij(^). 

Di qucst* ultima equazione 1* integrale è 

ij ( ^ )* = Ep' -i- <8 , essendo » una costante arbitraria . 

Per determinarla , sia m il valore di y quando ar = o ; 
si avrà in questo caso per mezzo delle superiori equazioni 
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(^) == v^A , (^) = v^C"^ "^ ^^" •*• Ew'*): facciamo questa 



quantità = n. 

Egualmente* essendo p z=: x ^ y ^ g = a? — jf,(^)" = 

(^y -^- (S) '(?,) = (S) - (f.) ' « »«~» ( l-^-do « = o ). 
= „, g =-772, (2)=;zH^VA, (g) = v/A-;z. 

Se ora facciamo q^ueste sostituzioni neir ceduazione qui so« 
pra trovata , avremo 

» = Lyj^-±-!Lll — Etti* r da cui si vede che essendo m una 

quantità indeterminata , anche x resta indeterminata . 
Noi abbiam dunque V equazione 

{^) = g\/( a H- Ep*). Quantunque quest' equazione sia un'e- 
quazione differenziale del primo ordine 9 si può non ostante da 
essa ricavare subito V integrale completo dell' equazione propo- 
sta : infatti essendo 

Cy* H- E7* ) , si avrà tra x eó y questa relazione 
V C A H- Cx' H- Ea?^ ) H- \/ ( A ^ C/ H- E/ > = ( a -— 

jy ) v/ ^ « -i- E ( a: H- jy )*} > la quale rappresenterà Y in- 
tegrale completo V perchè contiene la costante arbitraria oc . 

Quest' equazione tra x ed y non è la sola che possa otte- 
nersi per mezzo delle formule sopra trovate . Infatti sostituendo 
nella ritrovata equazione 

i§) (f ) =- Ci>3 H- 4 (i>V H- P2* ) , invece di (J) il suo 
valore 5 v' ( » H» Ep* ) > si avrà- 

^it^ ^ •" . VA>H-iì»* l — » °®^^* ^^^® rimettendo per 2) e g i 



*v.*- 
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valori X ^ y, x — jr , e per (J) il suo valore i(^) 

(g), cioè V(Ah- Ca?' H- E**) — V(Ah- Cy ^ Ey), 

avrà una nuova equazione in x ^y con la costante arbitraria 
, che sarà ancora essa i* integrale completo della proposta- 
. 'l' ale equazione sarà 

-•( A H- Cx* H- Ea?* ) — V( A H- C/ -h E/ ) = 

c(*-»-jr)H-E(«'-ì-**>-t-y*-4->») ^ggjangiamo ,qaest' integrale con 

■ 

r altro trovato qui sopra , ed avremo 

2 V ( A .H- Gx* H- E** ) = -C(4f-t-y).4.E(4r'-t.>V^V^H.>M ^ 

(a? — J' ) v^ £ « -{• E ( ac -h j' )' ì- : e riducendo allo stes- 
so denominatore, si avrà 
V{A^Cx\^ "Ex* ) = «^(*-y)-t-C(>-4.>)H-Bf2>i-fa»^jr) 

Quadrando ^quest' ultima .equazione > si ha in fine 

(l)....AH-Ca'-i-E»*= ^= p ?j 1-^; 

quest* integrale è ora razionale . 

Se invece di aggiungere quei due integrali, gli avessimo 
sottratti ;uno dall' altro , avremmo trovato quest' altra equazione 

1*(«— >)—€(*-*•♦) — E(2>' -t-2***)>* 

(2)....AH-cyH-E/=^^ — / ^' — -4j — LZ-, 

la quale egualmente .dato «i avrebbe J* integrale completo ra- 
zionale della proposta . 

Togliendo il denominatore dall' equazione ( i ) e facendo le 
opportune riduzioni , si trova quest' elegante e semplice equazione 
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eia ff ed jr 

4Aa H- ( 8AE — aC* •(- a«' ) ay H- ( 4AE h- aC« — C --: 
n* ) («* ^ y ) H* 4E« . «*y s= o ) cai si può daie la forma 

(A) A'H.B'«yH-Cr(»*-h/)H-D'«y = o} la 

quale esprimerà 1* iategrale algebraico completo della proposta 
é^ ss $- — --— . la, costante arbitiarìa cbe à 

contioae neir iategrale 9 è indicata da « ; questa costante è 

{vah.v(Ah-c«*-i-e«ìm}'' ^ ^ . 

n ss > — . j ^1- ~. E»- 9 rappresentando per m 

il Talore di y quando a? = o; così T equazione (A) si potrà 
rignardare come una relazione tra le quantità x^y ^m^ dae 
delle quali essendo date 9 potre» «abito ritrovare la terza . 
§; 196. Riprendiamo Y equazione 

;, 6 ^^ -~ — ijL—.—— : se noi supponiamo rapprc« 

sentata per fy quella funzione dì ^ > il cui differenziale è 
-m — w^ — ^-ixì funzione che in generale chiameremo Funzio- 

ne Trascendente ^ sì avrà Jy =^ fx ^ a per esprimere Y inte^ 
graie compjieto della proposta 9 ove a sarà la costante arbitraria . 

Qnest* equazione dovrà combinare con quella ( A ) del §• 
antecedente y ove itz è la costante arbitraria ; dunque la costan* 
te a dovrà essere una funzione della m . Sia pertanto a = Fm ^ 
ed avremo Jy =zfx ^ Fm : ma m è il valore di y , quando 
a? = o ; dunque supponendo per maggior semplicità , che f» 
debba annullarsi quando x =: o ^ si avrà Fitz =ifm : Y integra- 
le pertanto sarà fy :=fx ^fm^ cui soddisfarà la relazione al- 
gebraica ( A ) =5 o. 

Così quantunque non si possa trovare la forma algebraica 
delle funzioni fy jfx ^fm , si può sempre avere una relazione 
algebraica tra le quantità y ^x ^ m che r^nda fy =^fx •^ fm . 

Tom. III. 



146 -MATEMATICA SUBLIMA.' 

Facciamo m-=^Ut ed avremo fy = fto ^fuy ed i. valori di 
queste crascbodetui saranno 



<f« 



Se ora si cercasse il valore della quantità y tale ebe la 
trascendente fy fosse eguale alla somma delle due trascendenti 
fx yfu 3 essendo x , u quantità conosciute 9 il valore di y sa- 
rebbe dato dair equazione (A) = o. In generale se noi aves- 
siiiio una serie di quantità trascendenti Jx yfu 1 /co j/w ec. f e 
si volesse trovare una trascendente Jy eguale alla loro somma 
jfx -4- /!/ -+• f^ •4- fi(/ H-' ce. , sì incomincierebbe dal ritrova- 
re una trascendente fz = fx •^fuj quindi una trascendente 
^3 =^ H- jfw ec. , e si avrebbe ìa fine /jy ^=szfoi ^ fu H- 
jfco •J^fw H- ec 

Il valore di z sarebbe dato da un'equazione in z^x^u^ 
simile alla (A) == o in y ^x ^a: quella di /3 da un* altra e- 
quàzióne in 9 2 > u simile alla (A) ^=0 in y ^ x yU ec. 

Nella medesima guisa se volessimo il valore di una quan- 
tità u , tale che la trascendente fu fosse eguale alla differenza 
delle due trascendenti^ e /a;, cioè fosse fu = fy — fxy si 
troverebbe il valore di u dato per y e per x dall' equazione 
(A) i=?0 9 cosi le funzioni trascendenti 1 le quali rappresenta- 
Qo gli integrali simili alla formula 

/"— -T — i~ — r-r ì ponno sommarsi e sottrarsi tra loro 1 come 

J ve Ah-C<#*h- tw*) '^ 

qualunque altra quantità » e ponno aversene le somme e le dif- 
ferenze espresse da trascendenti simili . 

Di queste trascendenti ponno egualmente aversi i multipli, 
e le porzioni espresse per trascendenti della stessa specie ; co- 
sì data una trascendente ffi se ne può sempre trovare un' altra 
che sia il doppio > il triplo ec di lei} come pnre un'altra che 
ne sia la metà , il terzo > il quarto ec 

Infatti se noi facciamo x ^= u^ avremo fy = ^fx > ed y 
sarà dato dall' equazione (A) = o , quando vi si ponga x per 
u , ovvero per m . 
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Trovato questo valore ài y ^ se noi faremo f^^=^fy 
fx , avremo jfco = ^x^ ed w sarà dato dall' equazione ( A) = o 
qaando vi si faccia x invece di ro, ed ^ invece di a?; e co- 
sì di seguito. 

li* equazioni fy = ofx , f^ = zfx ec. ^ ci danno fx = 

Lfy , fx = — ^ ec. ; così se neir equazioni che esprimono le 

relazioni tra » ed j^ , tra a? , « ea > si prendessero per cogni- 
te le quantità y ed wec > si potrebbero trovare i valori di x 
tali che rendessero la trascendente J^ eguale alla metà, al ter- 
70 ,ec. di flna simil trascendente fy > f^ ec. 

possono pertanto le funzioni fy yfx ^ fu yfijj ec. non solo 
sommarsi e sottrarsi tra loro 9 ed avere le vanirne e differenze 
espresse da simili trascendenti j ma ancora moltiplicarsi per qua- 
lunque numero intiero o fratto., ed aversene i prodotti espres- 
si per funzioni trascendenti della stessa natura . 

v§. 197 Quanto abbiamo detto sopra le funzioni integrali 
,dei due membri dell' equazipne 

TTaT^^-TeTm = V(AH.S'.H.E.M > P°^ geaeraHzzarsi per qua- 

^luqque , equazione . Siano indicate da 'V(y)j ^(») due simili 
funziioni in x td y : abbiasi Y equazione TF{y)dy = Y(^)da;9 
della quale non siano algebraìcamente integrabili i due mem- 
bri preji separata m.ente : supponiamo che con qualche artifizio 
si giunga ad una equazione algebraica tra x ed y ^ ed una co- 
stante arbitraria 9 la qiiale soddisfaccia alia; proposta 9 e sia quest'e- 
quazione ^espressa da F (x y y ^m) =: o^ m essendo la costan- 
te arbitraria che rappreseqti il valore di y quando x =^ o . 

Se n.o^ indicheremo allora per fy ^fx j le quantità i cui 
differengiali sono f{x)dxj 'r{y)ayy avremo quest'altra e- 
quazione ^ =fop -fp a , che. simbolicamente rappresenterà l'in- 
tegrale ppmpleto della proposta . Ora supponendo che V integra- 
le debb? determinarsi in modo, che quando a? = o sia jf3c = o 
e jy = 77J, si avrà a =fni > e quindi T equazione ^5^ ==f^ ^fm. 

Per quanto non possano aversi i valori aJgebraici delle 
quantità fy ^fx ^ fm ^ pure queste potranno sommarsi , sottrarsi 
tra loro ed anche moltiplicarsi o dividersi per qualunque nu- 
mero , ed esprimersi i risultati per altre simili trascendenti: 



148 »(ATEMATICA SUBLIME 

COSÌ conosciate x^m, potrà sempre trovarsi per mezzo deire- 
qnazione F(a?>jf,m) = o un tal valore di^, che la tra- 
scendente fy egnagli la somma delle due trascendenti simili 
• fx -h fm i qui può ripetersi parola a parola tutto ciò che ab- 
btam spiegato al §. antecedente. 

Supponiamo che si- abbia 1' equazione è = ^, nella qua- 
le nessun membro è integrabile algebraicamente . A quest* e- 
qnazione però soddisfa la relazione algebraica y = mx , la qua- 
le ne è r integrale completo , perchè contiene la costante arbi- 
tiaria m: ora se indichiamo ^t fy ^fx le funzioni trascenden- 



ti , i cui differen:eiaK sono — , ^ , avremo fys=fx^ fm , e 
per qnanto non sappiamo cosa sono le trascendenti di questa for- 
ma i— ) conosciamo perà che una trascendente fy è eguale al- 
la somma delle due fx ^fm , se fra j^ > a? ^ m siavi qnest' equa- 
zione y =3 xm 9 cioè se la variabile di coi si compone la 
trascendente fy f sia eguale al prodotto delle variabili delle qua- 
li sono composte le altre due trascendenti . Queste trascendenti 
sono conosciute sotto il nome particolare di logaritmi » e dalla 
proprietà qui sopra enunciata , tutte le altre dipendono > che già 
sono esposte nei Libri Elementari di Analisi . 
pjg^ Per riferire le cose dette alla Geometria, sia ( Fig- 3 ) 

costruita sopra Y asse oz una curva OZ , tale che nn qualun- 
que suo arco OZ corrispondente all' ascissa 02 =: 2 sia rap- 
presentato da 

- ^^ — ^-yj s=3 F ( 2 ) : qtiesta ciirVa goderà della seguente 

,ia^nardevo]Ì8sima ptoprìetì n Preso a piacerei un qualongne 
» arco FG ^ da nn pnnto ad arbitrio X si potrà sempre taglia. 
» re nn altro arco XY » che esattamente sia eguale al primo ,, 
infatti abbassate dai pnnti dati F , G le perpendicolari Ff » G^ , 
e rappresentate le ascisi corrispondenti per 0/"=/» og:=gi 
quindi abbassate le altre perpendicolari Xx^Yy e fatte ox ^^ 
* » oy = j » dovrà essere 



A 
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(a) . . . . V{y) — P(a?) =r F(^) — F(/): preso dunque 

ad arbitrio un valore per a?, dovrem per y trovar quello che 
soddis&ccìa air equazione ( a ) . Ora dilferenziando una tale e- 
qnazione ed osservando che il secondo membro è una quantità 
costante data > si avrà d.'Fy — d . Fa? = o , ed in conseguenza 

^^ . zse — ; dnnoue il valore di v in « 

ci sarà dato dall'equazione (A) del §. 195 , cioè da 

aAb -h ( 8AE — aC* h- ««•) a?y H- ( 4AE -h aG« — C* — 

»*)(»' -i- y ) -4- 4E<ia?y s= o > ove « debbe determi- 

narsi in maniera > che quando x ssif sìa y =sg: essa dunque 
sarà data dall' equazione 

(8AE — aC*) /^-f ( 4AE — C) (/' H- 5"*) H- { 4A H- 
aG(/'H.5^')H-4E/V}«-i-(a/^-/'~^')«* = o. 



Determinando la costante col metodo del citato § > avremmo tro- 
vato addirittura 

Se pertanto daremo a piacere un certo valore ad a?, si trovc- . 
ra 




n 

di qnà . 

Bi mando i miei Lettori al Capitolo Sesto della Sezione II. i 
Tom. I. Calcolo Integrale, d' Euler i ed al quarto Tomo della 
stessa Opera. 

§. 1 98. AU* equazione 

v<AH.g--^Q^) = vIÀd^M: c;?M ' " P^^ ^*" *°^^ ^* ^*'"°» 

semplicissima 

rr 9 e essendo minore dell' unità . 



dp _ rff 



V(t— <'"»^*) <•(! — **«»Y*) 
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Qaest' ultima equazione è suscettibile di uua elegantissima for- 
mula d' integrale completo , la quale credo prezzo d' opera 
assegnare . 

Incominciamo primieramente da mostrare come si possa fa<» 
re una tal trasformazione, e per questo. ci basterà prendere in 
esame un solo membro dell' equazione proposta : abbiasi dunque 

V espressione differenziale -— - — (*^ ^ ^, , p consideriamo i va- 

^ y( ArhB**-t-C;r^) ^ - 

rj casi che nascono daj ùìvsrsì fattori della quantità radicale . 

/. Caso. SuppopwiJW iche i fattori di A h* B^* h- Cx^^ siar 
no immaginar) : potremo allora rappresentarp quella quantità per 
'» -h 2a/3a?*co5j H- ^^x^ ^ « e ^ essendo positivi , e cosò po- 
tendo esser po3ÌtìyQ o negativo. Siccome nella formula 

— — r ^^ — ;; — ^^-— la a' può ricevere tutti i valori -oo^sì* 

bili positivi negativi , perciò poniamo x == m tang w : que^ 
sta posizione ci darà dx == m — ^ » 



y ( a» c9t w* -h 2a/3jiii' un ^* cos w* .cos <> -f- i3*iw^ . sen ^^) ' 



Facciamo ora w = \/-^, ed avremo 

dx 1 J(« 



V l «•* H- 2oii3** coi • H- /3* *♦ ) y^ ^ y ( r0/ w^ -ft- 2 $en ^^cos w* . r^/ d -♦• se» w*t 



V/3*- 



V «fi — -J ^~ .(a^riiwmw)* / 



1/(1» 



ViS* , / I — irffx 



v{I-lz:fi-^(xr.2«r} 



Si ponga aw =5 ^ , e SI ^vrà 

Jx T i/c« 



V{I jj .senp^) 

I «fcj 



av'ySflt * -• ( i — e* /r« ^' ) 
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avendo* fatto '-~ *'■ ' * = «e» -i «' = e* . 

9 a 

Avremmo danqne potato supporre in principio 

X s= ^^ . tang. — ^ t ma non si sarebbe veduta la ragione di 

nna tale sapposizione . 

//. Caso . Sia A -4- Bjp' h- Cjp* = ot* ( i h- p'** ) ( i — 

9* a;* ) ; e siccome x non pnò crescere al di là ~ , porre- 
mo perciò x = ^ cos p > e ,^* , = e* : avremo allora , fatte 
le opportune sostitazioni ^ dx ^=^ — —sen pdp 
mVi{i -(- p*«' ) ( I — q*x* ))=s m sen (py/{i H-^cos^*) 

9 

ed indicando qnel radicale per R » 

Jx __^ e —</ <> 

Se si volesse che la trasformata fosse positiva, converreb- 
be fare cot ^2=3^(1 — e*), tang. Y , ciò che dà sabito 

«* = ^. ""y* — ; » e si avrebbe 

P* -h ì* tot t* ' 



///. Caso . Sia A H- B«» H- C«* =s m* ( i h- p*a* )('-{• 

5ga?*) } se supponiamo p > j» e facciamo « s= ii5?5, e "^^ = 
e* , si avià 

» 



/K Caso. Sia A h- Bx* h- Ca?^ = ro' (i n-pV) («•-2')i 
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e facendo * == -ì— , — !__- z^s e* , gì otterrà 
4f ss jL ^? 

V. Caso . Sia A -*. B*' ^ Cx* = ib'( i -pV) ( i - g'a?'), 
e supponendo ^ > gr , p» = «en^ > Jt -= e > si avrà 
rf» __ jt_ jp 

Onesta formqla servirà da jv rs o sino ad « «ss JL ; il la* 

dicale R sarà immaginario da — sino ad —, ma tornerà reale 
da -i- sino all' op . 

In quest* ultimo caso , bisogna scrivere R* = to' (p* x* 

I ) (g'** — I ) , e facendo qx = — — , i- = e , la trasformata 

sarà ;^^^^,Il!|^ ,,,->) • Se si vuole che ella sia positiva bisogne- 
rà fare , come qui sopra > 
cotp :s=i y/(i — e*). tang y t il che dà subito 

** = ■ / "17 - > la trasformata diviene 

$ =: i . -77- — . ^.. » formula assolutamente simile alla pri- 
ma i d' onde segue che 1* integrale di ~ quando x = -^ , si de- 
durrà sempre dal medesimo integrale 9 preso supponendo a; < i- . 

J7. Caso . Infine sia A -f- B«* H- Cjc* s= to' (a?* — g') X 
(p* — x*)i allora « debb' essere compreso trapeg.Siap>g, 

e si faccia x* s= ^f — - , e* «= ^-^^ , la trasformata sarà 

rf* ^_jj __!_ ^^ 
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Dunque -si potrà sempre con alcuaa delle sostituzioni ^ui 
sopra praticate ridurre la differenziale 



ix 



ad avere questa forma 



M^ — jjgjjj^ q.Qale M indica iiii Coefficiente costante -co- 
ve i—r'^»«>) ^ 

nosciuto > e c' una quantità minore dell* unità . Osserviamo frat- 
tanto 9 che eccettuato il primo caso » i valori di x^ ^ \ quali 

danno la riduzione cercata , sono sempre della forma !^A— ^> 

ove i coefficienti sono costanti . Noi eccettuiamo il primo caso» 
perchè la forma del valore di a? è un poco diversa > e per un'al- 
tra parte si può questo caso scansare , poiché secondo ciò che 
si è detto al §. :I53> possiam ^sempre avere due fattori reali, 
il cui prodotto eguagli la quantità sotto del radicale . Se per 
tanto avremo T. equazione 

— — — ^f ^^- — --TT = — — — if^!— — -— ^ la potremo sempre trasfor- 

mare in un' altra di questa forma 
^^^ , =^ ^I , ovvero 

Jp d'V 



Ora osserviamo che sen({^ = — — fws;^. dunque sostituen- 
do , si avrà 

r- "^ r- ... o^ = Ta .,,,'^ i t pOUCUdO A ÌUVCCC 



a 2 



di I — — > B invece di —^ u pef 4k^ , z per 2^ , avremo 



(E) 



§. 199. L* equazione del §.195 

Tom. Uh V V 
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-^ = :^ ^^ "^»^^ dunque all' equazione (E). Per integrare 
quest* nltima equazione , supponiamo che z ed u siano funzio- • 
ni di una terza variabile t , e tali che sia 

__(È) (9.) 

V(Ah-b«x«) — v(A-t- BeoTTj = * » cd avrcuio subito 
(7*) = v^(Ah«Bco«2j), (^£) = y/(A^Bcosu). 



Quadriamo queste due equazioni, e prendendo i differen- 
ziali primi e dividendoli per (^),(^), avrema 

Poniamo frattanto z h- m = ap , z — « = 25 » e sarà 
z := p -ir q r u = p — g; quindi sommando e sottraendo le 
due precedenti equazioni , avremo 

3 (^^^) = — B 5e« (p H- 9 ) — B 5C/2 (p — g ) y 

2(^!) = — Bse/z(p H- g) -t- Bs««(p — 5), 

dalle quali si ricaverà 

^ijft) ^^ — osenpcosqy 3(^) = — Bcospsenq. 

Si vede subito che se moltiplichiamo la prima equazione per 

{-/) dt j la seconda per (^) dt e le sommiamo insieme , avre- 

ino una equazione differenziale esatta > il cui integrale sarà 
2(^) (^) = -~ ^senpsenq H* ^ > essendo a una costante 

arbitraria . 

Per determinarla > supponiamo che « = o dia z ^=^ m-^ ve- 
vremo in questo caso 

(S)=V(A^B), 
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dt 



sen psenq =^ ( sen -^ )* = '~^*** ; di modo che avremo 



a = 2( — ) (— ) -i- B5e/2pse/2 j «= o,: si avrà dunq^ie sem- 
plicemente r equazione 
^{j) i^) = — Bsenp senq. 

Quest* ultima equazione non contenendo costante arbitra- 
ria } dovrà coincidere o esser compresa nell' equazioni 

(^) = V(A -{- Bcpsi^), (^) = v^(A H- Bco5z), da 

.cui siamo partiti ; infatti avendosi 

(~) i réspettivì valori, avremo 

^(^) (^) = £ ( eos s — cos » ) 1 « questo secondo membro 

si riduce a — B sen p tse/i q ^ sostituendovi per z e per u i lo- 
ro valori in p e q . 

Dividiamo frattanto per questa equazione diiFérenzialc' del 
pri mo ordine , le due del secondo > che abbiam trovate supe- 
riormente , e si avrà 



€of p 



Ora di queste due ultime equazioni , moltiplicando la pri- 
ma per (^)dty e la seconda per (~) dt, ed integrando si avi;^ 
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Z(^) = Isenq h- la^ ^(j,) ^^ Isenp. -f Ih^ ovvero pas- 
sando dai logairtmi ai. numeri y 

(~^) =^asenqj (^)= bsenp^ a^b essendo due costanti 

arbitrarie y che si determineranno, per le condizioni, superiori , 
ed otterremo. 

V^ ( A -f- gf^l W ) -4- V ( A H- B T r v^(A ■4'Bggfllf) — v^(AM-B) 

* iW' *' ' ' m 

^sen~ ^Sfm — 

2. a. 

Se ia quelle due ultime equazionL integrali ottenute facciamo 
3(g) = (g) H- (g) = V( A-kBcosz)h.i/(Ah-Bco5m), 

^(2) = (S>— ^S) = ^CAh.Bco*z)-V(A^Bco*i.),. 

avremo* 

\/ ( A H- B C05 2; ) H- v^ (A H- Fco5 tt )= 2a 5^/2 



s — ir 



V (A HtBcOS Z )j — y/ ( A H- RCOS l/)= 26 56/2 - 



a 



ciascuna, delle quali rappresenterà Y integrale: completo^ della: 
proposta^ . 

Siccome i valori di a e by contengono* T indeterminata ot, 
ciascun: di questi valori potrà esser riguardato anche cdbie un'in- 
determinata in particolare : così considerando separatamente cia- 
scunai di queiste- equazioni » potrà: riguardarsi- a ovvero Ò co» 
me costante arbitraria ;; ma. se volesse farsi, una! combinazione 
qualunque di quest^ equazioni ^ converrebbe^ adoprare i valori 
di a e di b y trovati qui sopra,, e vi sarebbe allora. la sola 
costante- m . Si può anche trovare Y integrale dell' equazione 
proposta y scevra dal radicali > per mezzo, delle- due equaziouii 
ottenute; 

(^) = asenqy (^ =* h.$9np>: infatti dividendolo Tona per 

V altra » avremo* 
(^^):(^) cnrifl-^. da cuii 
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èsenp {~)dt = aseà:q{^) dt : T integrale; di? guest' ultima 



equazione è b cos pr =: a cos 5 H- e > essendo e la: nuora co- 
istante arbitraria che dovrà, determinarsi r come, abbiami sopra in- 
segnato . Cosi faccndoi 14:= o» z = m , prss^j =r ^y si avrà 

là 

c z=: (b — a) cos — =— . 

se/f — 

Sostituendo» ora i valori di a-, 5 > e> e quei di p e 5 nell'c- 
qnazione b cosp^= a cos q ^c y e- facendo le- opportune ri- 
duzioni , essa prenderà, questa, forma; semplicissima: 

cos J^.cos^ ^ sen ^ • sen ^ ..^^J^^Str^ = cos^, che sarà 

r integrale completa deir equazione; 

~ — ^ = — TT— ^ r y, contenendo^ la. costante arbitra- 
ria^\. 

2: 

L integrale che- abbìam. trovato> possiamo considerarlo ap- 
partenere ad um triàngolo^ sferico ,. ii cui lati' siano -p i -^^ » — ; 

imperocché la trigonometria sferica- ci insegna- > che- se- per P, 
Q y R indichfamo» i tre latL di un, triangolo^ sferico y e per p |. 
g , r i tre- angoli* opposti y è sempre: 

senP\ sen Q . cos rr-bcos P'. cos Q= cos K ; così prendendo 



i'jii,^ per quei tre- lati , sarà. ^ì^l^® ^^i^ 

2.^22^ ^ V(AH-BJ. 

golo opposto al lato — . 



2 



Questo: coseno è il! valore di (— ) y quando sì fa w == o , 
2L=rm;^ cosi, quest^' angolo^ sarà: costante quando lo è il la- 
to— v mentre* che i due: altri variano. 
2 

§^ 200: Riprendiamo requaziope- 
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TlA^sT) = v ìa^'bcosu) ' ^ supponiamo che fu sìa l' inte- 

lora quest' equazione integrale fz ^=^fu H* a, essendo a la 
costante arbitraria . 

Questa equazione dovrà combinare con quella da noi tro* 
vata al §. antecedente , ove vi è la costante arbitraria : per con- 
seguenza la sua costante arbin\aria a dovrà essere una funzio- 
ne della rri: Sia dunque a = Fz/z ^ ed avremo fz^=fu^h 
Fm : ma 77Z è il valore di z quando z/ = o ; dunque , suppo- 
nendo per maggior semplicità che la fu debba annullarsi quan- 
do z^ = o , si avrà Fot z=ifm\ V integrale dunque sarà fz =s 
fu ^fm cui soddisfa la relazione seguente algebraica 

seri ^.sen^.Vi -^^-) -+ cos -?- cos ^ = cos^ : così quaq- 

tunque non si possa trovare la forma algebraica delle funzioni 
fz ^fuy fm , si può sempre avere una relazione algebraica tra 
le tre quantità w , z , m , che renda fz ^=^^fu ^{-fm . 

Si potea giungere a questo risultato ancora con la sempli- 
ce considerazione deir integrale algebraico . 

Contenendo esso nna general proprietà di qualunque trian- 
golo sferico tra i tre suoi lati e l'angolo opposto ad uno di 
essi , le tre quantità z ^ u y m saran tra loro permutabili; nell'e- 
quazione dunque fz=:^fù^-Vm^ dovrà Fot esser tale che 
({uelle variabili possano tra loro permutarsi , ciò che non ac- 
caderà se non è Fot =: fm . 

Rapporto alle funzioni /g; ,/iz ^/ot. hanno luogo le stesse 
considerazioni da noi fatte qui sopra ( 196 , 197 ) • 

Osserviamo ora che se Y equazione proposta stata fosse 

, avremmo trovato quest* inte- 



dz </« 



V C A -+- B rox » ) V ( A -*- B f « J II ) 

graie completo 

cos ±cos± — sen ^ sen ^ V(^^±lS^Jl) = cos^, e V equa- 

2 2 a a ^ A-hB ^ 2 ' ■* 

zione simbolica esprimente V integrale completo , sarebbe stata 
/- = — /" -*• fm • 
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Così proposta V equazione 



iz . du 



o ) il SUO integrale sarà 



V ( A -*• B <:•/ » ) V l A -+ B rpx tf ) 

cos ^ cos—^ sen 4 sen ^ VC ^'t'T'" ) = cos ^, ove m espri- 

me la costante cui e egnale 2 > quando &( r?r o . 
L' equazione differenziale 

=s o ) ci veniva dall' equazione 



/ 



dz . du 



V ( A -h B ra; £ ) V ( A H- B ^^x « ) 

( §. 198 ) 

sto in quest* ultima -j — —^ e ~ — ^5^ invece di sen ^' , 

se/z Y* , si faceva A=i — ^,B=!— , e sostitnivansi w a 

2T , e s a 2(p . 

Se dnnqne nell* integrale qui sopra trovato per la prima 
equazione > t'aieino inversamente queste sostituzioni > otterremo 
r integrale dell* altra equazione 

^ =qp ^ — —- = o COSI espresso 

C05 ^ . C05 T =fc sen p . sen Y . v^ ( i — ^ h- ^^— ) = co5 ^ : 

ora supponendo che ^ = (x qnando Y = o , si ha q/a = m > 
e perciò V integrale prenderà questa semplicissima ed elegantis- 
sima forma - ' « 

{ E ) . . . . cos (p cos T =t sen p sen T . v^ ( i — 6^ sen ]«**)== cos fi . 

Consideriamo i segni inferiori, e T equazione (E), quando sia-^ 
no cognite le quantità ^ , Y , ei darà senjpre ; il valore di /x , 
che renda /]a = f<() H-/V , cioè la trascendente f^L eguale al- 
la somma di due simili trascendenti fp ^f^Y . 
Se noi facciamo ^ =; y , avremo 

(e) • . . • cos (p* — sen p' y/ {i — c^ sen /»*)==: cos /ia < ovvero 
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sen ^* { I •+ v/ ( 1 — e* sen |x\)y ^= i — cos fi > la quale , co- 
nosciuto ^> ci darà per fi un tal valore da rendere y)* = ^jf^» 
e viceversa conosciuto f* , ci ,darà quel valore di ^ , che fa 

Io non entro in dettagli particolari sopra la maniera di 
trovare i valori di ^ , Y > /t . 

§. 201. Al §. j 53. trattando ,deir integazione della formu- 
la dinerenziale 

ji^ ^r^^^ tj rrr-T — ri i d^^^^l quale P è una funzione razio- 

naie di x , veduto abbiamo che essa si può sempre .far dipen- 
dere da queste tre formule 

^*^ J ytA-*-BÌ*H^C^ ^ (2) . . . . -yy^AH-BxVH-Cx*)' 

(3) • • • • • /r-» ^ r,^ » > — 7r-iT> .^d ^abbiamo anche casse- 

guati i casi nei quali qucst' integrali dipendono dalla rettifica- 
zione delle due curve di secondo ordine Ellisse ed Iperbola . 

Facciamo nltcìriori considerazioni sopra i trascendenti ^ i 
quali rappresentano simili integrali • 

La formula f-rr- — /4— ^tt-t-: si riduce sempre ( 1 08 ) a 
quest^ altra /%: — ^^ — r- ^ ^^^^^ quale IVT è un coefRcicnte co- 

stante 5 facendo a:* = ^^^^^^^—^^ 

te « » /3 j J" > y • 

Usiamo di questa medesima sostituzione ^elle altre due for- 
mule per vedere a cosa esse si riducono . 

La seconda diviene /"JitlZ??!! . _1^ , e la terza 
r ■ ,, ^^^ ■■ ■■ . ; quindi queste due prendono in 

generale la forma 
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/a -¥ h ti» p* w? , Ora €6 in nuesta formula fosse e = o * 

essa prenderebbe allora la forma 

re L -4- N sen <t>^ ) -t ' «osi le tre formule integrali 

(i),(ft),(3) si ponno -sempre trasformare in alcuna <ìi que- 
ste altre tre 

^^) 'J:7TT-c*senp*)'* 



<II) f(h^Tii.sen([>*)-jj--^^ n^ 

(ni) ..... . ri^-!^*"'^ . _ — ^t ni a f««e o ad alcune di 

queste tre integrazioni è dunque «empre riducibile 1* integrazio- 
ne della differenziale ,, _^ ^ _^^^^_^^ i_^ t ; - 

Agli integrali di queste tre formule il Sig. Adriano Le- 
Gendre ha dato il nome di Trascendenti Ellittiche^ e si è 
occupato 9 più di qualunque ;altro > nell' lesaminar la natura > 
ed assegnare Ja proprietà di queste funzioni (a). Trascenden- 
ti della prima specie sono le «espresse dalla formula (I)> del- 
la seconda quelle espresse dalla (II)> ed in iine della terza 
specie quelle della formula (III). 

Indichiamo per F(^) le trascendenti .della seconda specie, 
di modo che sia 

Supponiamo che gli archi ^ > Y abbiano tra loro la re- 
lazione 

Tom. IH X 



(rt) Memoire sur les Trascendentes Ellìptiques par Adrien Le-Ccndre 
An. IL de la Republique n* 



» 
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(E) • , . . cospco$'¥ — seiKp.senfV { i — c^senii^) = cosiif 
la quale conduce a quest* equazione differenziale 

(e) . . . . — - — ^ — -— H- -77 — —, — ;zr; = o: noi avremo allora 

F(^) ^ F(Y) :^ rN(...^* -x.,yM^p ^ Cos^ Oode ottenere 

1' integrale di questo secondo membro, differenziamo T equazio- 
ne ( E ), e si avrà 

— dps€n<pcosir — d'TcospsenTz^ d^senpsen'f) .y/ { i — 

c'5e/2/ut*), che quadrando e riducendo, diviene 
^d[s€npsen'¥)y^ — {dp.senpcosY -4- <i*'.G05^se/zYj*s= 

( cos p" sen Y* — sen (p cos Y* ) dp^ -f- ( sen p^ cos Y* — cos p^ X 



Se ora poniamo r — sen Y* per C05^ Y* nel coefficiente di 
di?*, ed i — senp' per cos p^ in quello di c£y% e moltipli- 
chiamo tutta r equazione per e* , avremo 

e' ( 5672 *^ — senp^) dp"" h* c' ( sen p^ — se/z Y* ) (£t* = 

■ 

c^se/2fA* f d(^e/z^5e/2y) V , l'equazione (e)> toltine i 
denominatori e quadrata ^ ci dà 
( I — e' 56/2 Y* ) cT^* H* ad^ • dY • \/ ( I -^ e* sej2 Y* ) V ( i — 

e' senp^) -+ ( i — ó'senp^^ dT = o che aggiunta air ul- 
tima, qui sopra ottenuta, ci conduce ad un'altra equazione, dal- 
la quale estraendo la radice , si trova 

{b) . . . . dp.Vii —€^senp")^dr.y/{i — c'senr') = 
e* sen II .d{ sen p sen "f ) • 

Se il valore di dr ricavato daU' equazione (e) si sosti- 
tuisce nella (è), si avrà 



^ 



CALCOLO INTEGRALE CAP. VII, 163 

ise«p*-seii^*)dp — /A . c? r sen p . sen T ) ; ma abbiam trova- 

to sopra 

^Co) -^ i'(-'i') = f^^""^''-"''^^d<p H- Cose.; dunque 
^^^ > ' J yt»— ,f ««ip*) • 

F(^) -}. F ( Y) =:= — N sen iisen <f> . sen "¥ ^ Cost 

y 

Per determinare la costante , rammentiamoci che Y dee di- 
venire == /x quando p =.9i dunque Co^p = ^it^)i si ^vrà 
pertanto 

P(^)h- -F(y) = F(/a) ~ 1^ sen ti sen p sen -r . 

La somma dunque di due trascendenti di secondo •ordine 
<è sempre .eguale ad un^a simile trascendente F(./a) diminuita 
della quantità algebraica B ^en )i sen <f> sen T . 

Dati dunque due archi ^ , ^ , se ne potrà , per mezzo deire- 
.quazione (E), trovare uno /x tale che la somma delle due tra- 
scendenti F(?)), F(Y) differisca dalla trascendente F(/a) jòì 
una quantità algebraica . 

E' inutile a trattenersi neir esaminare 4e conseguenze ri- 
.sultanti dal fare le dqe quantità q> ^ r eguali tra loro , poiché 
ciò è facilissimo > se avrassi ben presente quanto è «tato det- 
to qui sopra . 

§. ao^. Veniamo alle trascendenti della terza specie : sia 
jdunque 



^^^ J i'Y't$senp^ V(l— e* 



'^np^ yd— c*/f/»4>*) 



H(T) = Aii^:^^ . ^, ^ .. , €d avremo 
che si riduce a 
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faccia 

:;nT=?'J^~ì "^ "" VU^-^ln * ^^^*''^ allorché si supponga 

tra ^ e T la relazione contenuta (aoi) ncU* equazione (E). 
Ora ia questa stessa ipotesi abbiam trovato 

" Vd-g'/r»^') =^ — «e/2 ^ . rf ( 5e« ^ «en Y ) ; dunque 

f-^T^pf^'p^* facendo, per abbreviare jpt = «e/z ^* h- 

sen "^^ y q = se/2 <f> sen T . 

Per ottenere quest* ultima integrale » cerchiama il valore 
dì p data per q . L' equazione ( E ) ci da. 



COS. p cos Y = cos ft H* sen p sen Y . \/ ( t — (^sen i*' ) > il cui 

quadrato è 

cos p* cos Y* = cos I** •+ a cos /* se/2 ^ sen "¥ .V(t — e' sen /*' ) -f 

se/i p* . sen T* ( i — e' se/r /** ) : ma 
cos p* cos T* = I — ( se/2 ^* -h se/2 T* J -t» sen p* . sen y' = 

1 — P S- 5* > dunque 
1 — p == cos jiA* -h 32 cosfu v' ( i — c^sen jx.' )i — g' e* se/2 /** > 

e quindi 
p = 1 — cos j** — aj cos ji« V C ^ "^ c^senfA* } h* q* e* sen fi* ; 
sostituendo* questo- valore di p sì avrà per tanto» 

H r«i W H fri = r iHziilifjL'flil— ; •+ Cosu 

^ '' ^ -* J l-i-m temi**— i»q tu ib^H -e* stMf*^) -ir (II* -^r «e* se»/** il 

AI denominatore di quest*" ultima frazione diamo- la forma a 
hq -f. cq* ) ed avremo 

Hr<PÌ-4-H('YÌ=r ri""''~^JZ^^J£ ^ Cost. Ora determinando 
la costante io maniera che quando ^ = o , sia T = /* , e snp- 



r 
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ponendo che V integrale cominci quando ^ =: o ^ avremo 

H(f ) H- H(T) = H W -.-/i^l^i^ . 

Qnest' ultimo integrale dipende da archi di circolo e loga- 
ritmi : concluderemo dunque che date due trascendenti della ter- 
za specie H(^)> H(Y)^ si potrà sempre trovare un^ altra si* 
mile trascendente H ( /x ) > che differisca dalla somma di quelle 
di una quantità dipendente dai logaritmi o dal circolo . 

Il valore di /^ ci sarà dato dall' equazione ( E ) . 

L* equazione (è) trovata qui sopra (201) ci dà 

fd<f>V(i -— d seri p) ^ fdr V {i — dsen't'') = dsenfjLX 
sen p sen T *^ Cost Ora questi due integrali rappresenta- 



no ( § i6a ) due archi di Ellisse contati dair estremità deir as- 
se minore e corrispondenti a due archi di un circolo fatto so- 
pra r asse maggiore; se dunque indichiamo per F(<p)> F(T) 
questi due archi ellittici ^ avremo per le cose dette di sopra 9 



F(^) H- F(Y) = F(/Lt) H- e sen fi sen p seri Ty e la relazio- 
ne tra i tre archi ^ > T > f^ corrispondenti ai tre archi Ellittici 
F(?)) 1 F( Y) r F(jxJ ^ ci è data al solito dall'equazione (E) . 
Se noi facciamo Y = ^ ^ avremo 

F(^) — — E(/^) ^^ —c'sen iisenp^f e la relazione tra p 
e ft sarà 

cos^p^ — sen p^ y/{i — e* sen ft* ) =? cos juc j concluderemo dun- 
que che presi due archi di circola ^ , j» , 1 quali abbiano la 
qui assegnata relazione y corrisponderanno essi a due archi El- 
littici F(^)^ — F(/a)> che differiranno tra loro di una quan- 

tità algebraica determinata. 

In generale se si volessero trovare due archi Ellittici che 
avef^pero la differenza espressa per una quantità algebraica o 
assegnabile in linea retta ^ presi a piacere due archi circolari p, 
DZ.DI eguali a ^yT, si determirebbe T arco DR = f^ per^^S- '• 
mezzo deir equazione (E) > e la differenza tra i due archi El- 
littici BM , KN > sarebbe assegnabile in linea retta : infatti es- 
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pjg j sendo BM = F(?.), BK = F(y), BN = F(^), sita ' 

F(^)H-F(Y)~- F((«) = c\se/2i*5e/z9 5e;2Y, e quindi 

BM — ( BN — BK ) = e' sen /*" sen ^ sen r . 

Se si facesse fi eguale al quarto della circonferenza del cir- 
colo = DIA, avremmo tra ^ e "F questa relazione 

cos <p cos Y. — sen <p . S(sn "f >/ ( i — c')z=qy da cui si avrà 

coi p = tang Y.'/(i — e*), 

e* sen /* 5e;z ^ se/z ^ «= -flii^-^f?!^- , e però 

BM — ( BA — BK ) = -^J^yi^ : quest' equazione , la qua- 

le contiene il Teorema del Conte Fagnani, ricade in quella àfil 
§. i6i. 

Per più estese Teorìe io questo genere.) si legga la sopra 
citata Memoria di Le-Gendre, e la terza Sezione dell'Opera 
del Geometra Ferroni >, De Calculo Integralium exercitatio 
Mathematica )> pubblicata in Firenze presso Fi,etro Allegrioi 
nel 1795J. 
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GAP. Vili. 

Continuazione delle Teorìe 
spiegate nel Capitolo precedente. 



§. 303. T]%Rcndiarao a considerare quelle equazioni dif- 
JL ferenziali, nelle quali, indicando (£) P^rpi 

si trova p elevato a potenze maggiori dell' unità • 
Sia proposta V equazione differenziale 



(£)' H* it (^)* H- ^ (^ ) H- ^ = o nella quale my^yS' rappre- 
sentano delle funzioni date di x ed j^ . 

V 

Risoluta quest'equazione per rapporto a (^), siano le sue 
tre radici (f^) = o, =r, =*; di modo che la nostra equa- 
zione possa anche rappresentarsi per 

tre equazioni 

(£) ~ 9 = o ^ (g) — T- == o , (g) ~ 5 = o , integrata ci 

darà per y un valore , o in generale una relazione tra x ed y^ 
che soddisfarà all' equazione differenziale proposta: si avranno 
ili questa guisa tre integrali 9 ciascuno dei quali conterrà una 
costante arbitraria , introdotta dall' integrazione dell' equazione , 
da cui esso deriva . 

Se noi indichiamo perjr(x ^y ^a) zxz Oyf {oc >^ > &) =7= o, 
• f {x '^ y yc) = o questi tre integrali completi, a^b^c es* 
sendo le costanti arbitrarie > anche il loro prodotto 
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(A) . . . fix,y,a).f{xyy,ò).f"{x,yyc) =o sod- 
disfarà air equazione differenziale proposta , e rappresenterà an- 
che il di lei integrale completo ; infatti differenziando quest* ul- 
tima equazione, ed indicando per f,f' ,f" quelle funzioni, 



SI avrà 



Stanti a yb yc . Ricavando di qui il valore di ( ^ ) > si trova 



(2) = 1? 7F-^ ^ • «® <°^^ sostituiamp 

/'•/"Of)-^/./"(|-)-^/./'(f7) 

in quest* espressione uno qualunque dei fé valori di y dati 
dair equazione ( A ) , per esempio quello phe ci è dato da J\ x, 
y iO) = o i si ha subito 

(^) = - -—^ = - l^S e questo valore di {^ ) , 

combinato con V equazione J*{ x ^y ^a) =3 o , soddisfa ^11* e- 
qnazione proposta . 

Per farne jin esempio ^ prendiamo ad integrare V equazionp 

dy" — Sgxdxdy h- ó^'x'dx^ = p . 

Se poniamo [^)dx invece ài dy y e quindi dividiamo Y e- 

quazionc per dx* i avremo 

(^ )* — ^gx ( ^) H- 6ff* A?' ;= o . lie due radici di quest* equa- 

zione sono (^) = ag-a? , (^) = 3S^ > le quali danno 

y __ ove*- ^ a , j^ = 2^ H- 6 > essendo a e ò due costanti 

arbitrarie ; l' integrali dunque della proposta saranno 
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— ^a?* — a = o , jf — ^ — h = o , 

(^ - 5»* - «) CJ' - ^ - 6) = o- 

Nella stessa guisa ^essendo proposta T equazione ^j^^ — 
^ dx" = o , si ,comincerjebbe -a ridarla .a ( ^ )* — ^ = o -, e 
troveremmo questi integrali 
y — 5* -H tt = o., j H- gx H- i = o , 
( J' — M^ "^ ^ ) ( J' ^M^ H* 6 ) = o , nei quali .a ,6 sono du« 

costanti arbitrarie • 

La più semplice riflessione fsopra ciò clie tJetto -abbiamo di 
un* equazione diffej.enzJale del primo ordine e di terzo gra- 
do ^ ci basterà per vedtre che può estendersi all' equazioni di 
grado qualunque ; cosi data T equazione di qualunque grado n^ 

(*)• H- .(fi)'-' -f -^.,(è)H. J=0- 



Se per mezzo della risoluzione ^dell* ^equazioni potremo trovare 
le sue radici j e queste siano 



tando gli integrali di ^sse per * . 

f{xyy,a) = Or fi^yyyb) =o, /"(x,>,c) = o^ 
fi X jy ^ ^) =^ ^ *^-:» saranno -quest* ultime «equazioni al- 
trettanti integrali della proposta^ cui soddisfarà anche il prodotto 
f {oc ,y yu) .f (ix y y ^ b ) .f' {x ., y y^) .f''{x , y .^e) .'CC. == o- 

§. .204. Spesso «enza ricorrere ^alla risoluzioue 'dell* equa- 
zioni , che il pili delle volte non può ;eseguirsi , si ^"' — '"^ 
certi casi particolari V integrazione . 

Rappresentando per p la quantità .(^)^ ^supponiamo che si 



I 
1 



ottiene in 
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abbia uà' equazione tra x e p . Nel caso che sia più facile de- 
terminare X per p che p per x , si avrà la relazione tra op ed 
y in questa maniera- Sia a: = P, indicando per P una funzio- 
ne data di p 9 e differenziando si avrà 

dx =i dx (^) (^) y ovvero dx = dS : ma 

dy = (^) dx =spdxì dunque dy =s pdP , e di qui si ricava 

y =/pdP =pP — fPdp : avremo pertanto x =:Vj y :^pP — 

fPdpì onde le due variabili x^y essendo date per una terza 
py sì conoscerà la relazione che bauno tra loro per mezzo deirc- 
liniinazione della medesima p . Questa relazione sarà V integra- 
le completo della proposta 9 perchè conterrà una costante arbi- 
traria portata dal segno d* integrazione che ritrovasi nel valo- 
re di j . 

Talvolta giova esprimere le due variabili x e p per una 
terza u ; onde più faciìraente ottenere il cercato integrale . Co- 
sì se noi supponiamo d' aver trovato 5f = U , j> = V > essen^ 
do U , V due funzioni della stessa variabile u > avremo > diife- 

rcnziando rapporto ad Uy (^) du =: dx =; dJJ ^ e dy =s 

pdx = YdU i quindi y = fVdlJ : allora le due variabili x ^ 
y saranno espresse per una terza U 7 dall* eliminazione della qua- 
le si avrà la relazione voluta . 

Per esempio > ridotta V equazione 
xdx H- ady = bV( dx' H- dy^ ) alla forma 
X ^ ap :=s b\/{ I H* p* ) j »i ha subito 
X =i — ap^bV{ I H-p*) = P; donq;ue 
0^=p{6v'(i^p') — op) — ^ap' ^b/dpy/(i^p'')ì 

e V integrale sarà il risultato dell' eliminazione di p . 

Neil' equazione x' h* p^ = opx ^ faccio p =: ux ^ ed bo 
X H« u^x =z auj e quindi 

» = ^-_ , e p = -^~. Ora dx=^^^j'p, onde 
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dy s= -pdx = - **'*^*^'rT,'**^ » <Bd integrando 

Quando in an* equazione dififerenziale tra at^j^ ^ è jp s= 
( è ) , le due variabili ^ 9 ^ compongono lo stesso numero di di- 

mensioni 9 o quando le equazioni rapporto a queste variabili so- 
no omogenee > allora possiamo anch^e aver T integrale iu que* 
sta guisa . 

Facciamo y :=z ux\ si macideià via la quantità 00 per mez- 
zo della divisione , a si avrà un^ equazione t» le due quantità 
u e p ^ dalla quale potremo detei miuar^e V una per V altra . Ora 
€Ssendo y :=: uoe si ha dy == udx -H xdu ^ e quindi essendo 
dy == pda? , sarà jpcfa? — zm?a? = xdu . Quest' ultima equazione 

ci dà — = ~- 9 ed integrando Ix = r«^ j jbì avrà in que- 
sta maniera x dato per u ^ giacché supponiamo d* aver sosti- 
tuito invece di p il suo valore in Uj per cui -^ diviene u- 

na sola funzione di u . Trovato il valore di x j si avrà subito 
quello di y dato ancor esso in u 9 e saranno in questa guisa 
le due variabili determinate per una terza ^ dall' eliminazione 
della quale ne risulterà Y integrale completo . 

Quando fosse piiì facilmente determinabile u per p che 

p per u j allora invece della formula f—r > pot^^^hbe adoprar- 
si la formula 

•^/(p — x^)H- /-~- > che è ad essa eguale . Sia V equazio- 



ne omogenea 



ydx -— xdy = nx V { dx" ^ dy^ ) , ovvero 

y — a:p = no? \/ ( I H- pp ) • Facendo y :=^ ux e dividendo 

per A? » si ha 
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u — i»=5«v'( I ~i-pp)' or* essendo 



lx== — Zr» — ai -I* f-Jit 



^(P T «) -^ff—y avrema 

Z/2 / ( I H' Pi» ) -^f-^^ft—. , quindi 



Zar = — 

Zar = Cb,sf. — Z/2V( iH-pp> — 7^{pH*\/(i H*pp)}» 

e passanda dai logaritmi ai n ameri O: matanda la forma della 
costante x. sarà 

X = j.y ovvcroi 

V ( I -»r/^ ) .(]» Hr V( I H^//>) )" 

m 

* = V( i -»»») * ^^ *** consegueoia 

J^ = — '^ii-i'fp) — '~~ \V(kh-pp) — p}'; così le due va- 



ec 



riabili ar,j saranno date per la terza p . Se supponiamo /i = i » 
avremo 

* = // _^^^> — — > y = -rj — : — ; * quindi: 

= 7{/(lH-pp)-~p}==j'{|-p}» 

=" -—> PP= j. , pp -^ 1 = 1 -4- — -i~- > jr — 

1 H- ^^~*^* > ed infine y* -f. «J* = aCw . 

§. 205. Se noi rappresentiamo per s la quantità fy/ ( cfa?' h- 
<fy), e sia proposta nn* equazione omogenea in ar»j»»«> ne 
otterremo l' integrale in questa guisa . Facciasi y = ux ^ s == 
vxy e per mezzo di una tal sostituzione potremo mandar via 
la «? dair equazione data, e resteranno solo le due variabili «, 
è V , delle quali una potrà sempre determinarsi per mezzo dell'al- 
tra . Ora essendo 
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dy = pdx 9 ds = d* v' ( I H* pp ) * avremo 

pdx = udx -*• xdu » dacV ( i -4- pp}. ^==- vdoj -4* xdvr e perciò. 



4b ^ Jm i» ^v 



« 



^— •' « VCi -f-^^) — » 



^--t <jaindi 



<f« d* 



— - . iia quantità %; èi data per u » dunque se 



poniamo dt» = qdu % si avrà 

ve I -^ PP ) = V -{- p^ — ftt 1 fr presi i (jtìadrati 

1 -^ pp = ( « — 51^ )* -^^ ap2 ( "» -^ gtt ) H* p'5* * d* onde si 

ricava 



•i— f* 



f» 



-- « -4- v{{ »-f« )• - 1 -4- f •} 



p — u = ■■ _^ ^^ ; sarà la conseguenza 






fv 



— «H- V ^vi^— «»)^ — IH-f* J 



^ — t^ ^ e siccome v e q^ so- 



X -*• IC« — vu 



no date per u 9 potrema perciò trovare anche » data per la 
stessa variabile k > ed ia seguita esprimere la j = i^x per la 
medesima u. 

Ora gdiit =t dv; dnnqne avrema 

Za? = ^a — r v/ ( I -h z^* — 1?* ) — / ' ^ i-^,,>^v^ — ^ ^ 
Essendo poi\y = z/x, e qnindi u =z ?Ly «e invece dì m po- 



«.* 



niamo questa valore^ avrema la cercata relazione tra x tà y . 
* La quantità f\/ ( d^c* *t* cfy )= « rappresenta (81) un. ar- 
co di curva corrispondente alle coordinate rettangole x^j^? que- 
sta curva sarà ia conseguenza algebraica^ se potrà esprimersi 
r integrale 
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IH-»»-»* P*^ mozzo dei logaritmi. 

Prendiamo come esempio , T equazióne 
S s= a» H- ^j' > e facendo jy =? mx , s =;: va? , sarà 



v = «-f^M, e gr^=(^)==p, quindi V — ja = a. Dunque 



z» « fa - rv' { I H. B^ - ( . H- »«)• } -^/;^<i^^t^!, 

ora qnest* ultimo termine integrale comporta le riduzioni seguenti 



fi' -^ 1 )* /* -^-^ 

^ * J 9-* — 1 -t- 2s«./3« - 



r ^ 






ì-fa/S-VC»*-»-^'^»)} {«.i3>^i)-»-«^-»-v'(»*-f- /?*-!)} 



JL Z C^'-'I £rLfi|iiv;(^f^i:j;^) ; avremo dunque 

facciamo j^ = -^ , passiamo dai logaritmi ai nnmeri ) e quadria- 
mo » avremo la ricercata equazione 

Indichiamo pet P e Q il snmeratore e denominatore de] 
secondo membro « ed avremo 

— ^ = ^» ®* 

PQ==(0'— i)'/^a«|3X^* — OfljyH-C** — l)(r — 
l ) «?• «= ( /3' — 1 ) {(«pp H- ^^^y — flp* — /} i dnnque 
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Q' = a* ( I — ^' ) = Cbsf . > ovvero • 
( /3* — I ) j> H- «/3a? -*-a?v'(«*H-^* — l) = Cost. 
Qaest' equazione appartiene alla linea retta . 

Per un secondo esempio sia * = !^, e si avrà 
V s=s nu* i e q =! 2nu , quindi i h- «' - v* = i -<. a* - n' «♦ , 
v — qu =s — nu* : sarà dunque 

quest* ultimo integrale non può aversi per mezzo dei logaritmi. 
Infine se abbiasi s* = j^* -f- nx* > ovvero 



V = \/(M*-i-«), e 5 = -^l_, sarò 

, ^ I,' - t;* = I -«; V - gr^= -^^-^j, e 
ù* — I = ^i: •— : avremo dnngue 

r« = Za - Z V ( I - « ) - -i- f-Trf^ ^ Ib ^ 
/^^ - ■ Z(àH-v'(a* -4- «)) » ed in conseguenza 



</ 






* ^ jr -^ • — I 

mero quadrato > T equazione tra a? ed ^ sarà algebraìca ( a ) * 
Sia 1/ -^ s=s /7z , ed avremo n = -r^ l sarà allora 

1^ — " I W •— I 



5* = j^ H- --^^ > cui soddisfarà T equazione algebraica 



(a) Le quantità che hanno mn esf>onente irrazionale^ come per esei^- 



Va 
pio a chiamami imcrtrascmdenti • 
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§ 206. Talvolta si giunge air integrale completo di un* e- 
quazione differenziale «lei primo ordine per mezzo di un arti- 
fizio che dipende dalla medesima difFereoziazione . 

Se proposts^ una equazione tra «r ,jf, e (— ) si dedurrà da 

essa in un^ manie^'a qualunque un^ equazione differenziale del 
secondo ordine > quindi se con qualche aitifizio potre» trovare 
un' equazione del primo ordì uè , che a quella ,del secondo sod- 
disfaccia y e che nel tempo stesso contenga una cositante arbi- 
trar;ia ,a, jàììoxd, per mezzo della proposta 6 della ritrovata in 

x^^y j (-r ) > ^ > eliminando { ^), «i avrà una relazione tra a?, 

^ e la costante arbitraria a 9 la quale sarà ì\ integrale com- 
pleto della proposta medesima ; infatti tutte queste equazioni do- 
vendo sussistere nel tempo stesso, ajqjarrenoono tutre .alla mede- 
sima relazione .di variabili. Alcn»^ j rcndciaii inìi chiara 
questa Teoria • 

JSia r equazione differenziale 

ydx — xdy = aV {dx^ h^ <(>*)• se in questa faccinmo 
(^) =p, si ìia y — px =2 a v^ ( I H-p*) • ora .diffcrciiziamo 
/}aest' jeqaa.zioae > ed .avrjBnio 
dy — pdx — jxdp = —^^it—. : ma xfy = P^* » dunque 

_ xdp = -JL^^t— ovvrero «f -rr-^ — : - a?} tfp = o. Quest' ul- 

lima equazione ei dà dp = o > 

(0 P = ^ost — C , (a) vTT^T/T — « = o . 

Se pertanto elimioiamo p con la proposta- equazione e con 
la ( I ) , avremmo y •== Ca? h- a v/ ( » -^ CC ) per rappresen- 
tarne 1* integrale compFeto . Se con la proposta ayessimo com- 
binata r equazione (a), avremmo trovata tra x e y la relazio- 
ne X* -^ y' z=i a* i la quale non può tener luogo d' integrale 



I 
I 



completo , perchè non yi si trova una costante artitmria ài nuo- 
vo. Per secondo ,ese;npio ^ia T. equazione .da integrarsi 

^y H- (n — ^)p){^ — .*) -^ (^H-(;n — x)p)(7z — 
a? ) = p : se noi moltiplichiamo quest'.cqu.azione per djt , si avrà 

( ^ ^ ( « — fl? ) p ) ( m — a? ) </p H- ( J' -*- ( ^ — * ) i* ) ( ^ — 
ac ) {fp = o , il cui integrale jb 

{y ^{m — .a?)p) (J'.-^ in — «?)p) =.Cbs^. = C. 

Se ora per .mezzo di quest' ultima equazione jò .della pro- 
posta ) eliminiamo p , ne avremo 1* integrale j:ompleto in .» ,y 
^e C . Qtìest* integrale sarà 

» __ AC{m-x){n-») I gjjg gj^ 1» equazione 

( A H- Ba H- Ca?' ) ayV= ( A H- By H- C/ ) .<fa?' ;, ovvero 

( A H..Ba?H- Cac* )p* = ( A h- B^ H- C/ ) . 

Se noi differenziamo quest* equazione I si avrà 

{ A.H- B« H- .C;»') ...apcip -^- ( B H- aGa? ) f/dx .= { B h- 

a C^ ) dy > ovvero 
< A -+ Ba? H- Ga?* ) .p,dp r¥ ( B /H- pCa?^ pd» =3 < B H- ^Cy ) !d«> . 
Facciamo ora dp j=: qdx , ,ed avremo 
{ A H- Ba? H- Ca?' ) aq -f ( B -+ aCa? )p == B -+ ;iGj^ . 
Differenziamo un* altra .volta ^quest' ,fiqu?izione , fi .sarà 
( A H- Ba? H-^Ga?' ) ..a<ig .--»- 3 ( B -4- .?Ga? ) qdx.^ iìCptfa? ;= 

V-"»-' • ""• 

2 Cfp£?a? , e riducendo 
.(Ah- Ba; -4- Ga?' ) . p,dq --f- 3 ;( B ^H- aCo? ) jtfa? == o . 

-Quest* ultinia ^equazione ci dà , integrando .e passando dai Ioga- 

ritmi ai nuìjìeìij 

^' ( A H- B;p -^ ^^y .== # » <Bsspn4o » una costante arbitraria . 



Tom. IH JS 



•» • 
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Sostittiiamo il valore èhe dà qoèst' equazione per 9 > in 
( A --(- Ha? -f< Co;* ) . 2^ H- ( B -t- zCx )p = ( B -^ aC^ ) , ed 
avreipa • 

^ (*±»Q:l5^( Aj^jLCxy^ . Se ora egaagiramo questo va- 

* 4 B -4- 2C« ) V ( A -*• B* -*- e** ). fio ^ 

lore di p eoa quella che ci dà 1' equazione propósta > avremo- 

(B ^ %Cy)y/ÌA -1- B» H- Ca?*)±= (B -t- 3Ca:)v'(A Hr 

B^ -H^ C){* } =^ 9<v .. Questa rejlaz.ione sarà V. integrale com~ 
pleto dell' equazione 

(^) = =F ^^_"t J> '^^Kl y ^1 cui quadrato è la proposta ille- 
si/* ^ VlA.-^8*H:Cjif.*) '• * . . 

desima • 

In generaTe % per dirigersi in qualche modo in questa li* 

cerca , data un* equazione tra x ^y e p = {j^)y^^ ricaverà da. 

m 

lei il valore di yy e si avrà per esso una funzione in x e p r 
cioè / = (pix jp) t- in segnila differenziando» ^ e ponendo pdx 
invece di dp , troveremo. 

pdoc ;^ (g ydx^i ^> dp , ovvéro. 
(p-~(g))d^.= (|)cfp, ovvero. 
C^^) (^).si= » — ( — ) : tntt©^ lo volte dunque cUc potremo in- 

dfi dx. dx 

tégrare qnest* ultima: equazione ( che è dal primo- «dine e. del 
primo grado ) » o trovare una relazione tra x e />, q^e ad es- 
sa soddisfaccia e contenga una costante arbitraria , allora per 
nezzo di quest* equazione e della proposta , eliminando p-, tro- 
"Veremo. la dimandata relazicMie tra a? ed jf . 

Non mi trattengo ad esaminare in quali casi particolari ciò» 

possa accadere . 

Per Éirne un eseinpio , siia F equazione 

ydx -^ «dy = a V (do?' H-d/)» ovvero 
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y — pa? =j= fl V ( i -**Ì>')* ® quindi 

y z=z px '^ ay/{i ^ p^)* Differenziando , si avrà 

{X ^ ^ — \dp =: o^ alla quate soddisfa 

d[p = o ^ p ^=: Cost. = e , ovvero x H- -5 — — — = o - 

JJ equazione p = G combinata con la proposta ^ ci dà T inte- 



grale completo y = Co? h- ^ V ( * •+ C ) . 

§. 207. Un' equazione drffcrenziale del primo ordine eoa* 
siderata rapporto alla Geometria > contiene sempre la relaziona 
tra una tangente e le coordinate di una curva . Lafattì la quan* 

tità p = (^) esprime {79) sempre la tangente dell' angolo > 

clie la tangente condotta al punto della curva ^ cui corrìspoo- 
jdono le coordinate x.yy^ fa con r,asse> ed un' equazione del 
primo ordine conticn sempre le quantità x^y e p. 

Una tale equazione pertanto . dà il valore della suddetta 
tangente espresso per mezzo delle x^oordinate della curva. 

E siccome la tangente > la suttangente ^ la normale e la 
sunnormale appartenenti ad un punto in una curva ^ sono co« 

nosciute quando è conosciuto il valore di (^)f quindi è che 

data un' equazione differenziale del primo ordine 9 si potranno 
avere i valori dì queste linee espressi in a? pd y^ col sostitui- 
re nelle formule die le rappresentano j invece di ( 2! ) il vaio- 

re che si ricava dall' equazione differenziale ; bisognerebbe poi 
sapere la relazione che passa tra a? ed j^ , onde avere le espres- 
sioni della tangente ec. ., solo date per x . • 
, Quando la curva è conosciuta per mezzo di un' equazio- 

ne tra X j y ed un parametro costante a , {yev esempio 

^{^yyyct) == o ^ per mezzo del Calcolo Differenziale si pas- 
sa da questa cognizione a quella delle quantità tangente ^ sut- 
tangeote^ noiTHale je sijnnorm^le appartenenti ad un qualun- 



N 
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que punto, della curva ; e viceversa quando, si conoscerà Y e* 
spressione di una di queste linee > cioè quanda sarà data una 
{iiazianc /(^x^y) di x e di y che eguagli la detta linea, ed 
ia generale quanda ricercheremo una curva per mezzo di qual- 
che proprietà che appartenga a q^uantità espresse per x ^ y ^ 

p ==5 (^)> per trovare T equazione di quella curva adoprar 

coaverrà il Calcola Integrale ; T equazion data infatti sarà una 
differenziale del prima ordine y dalla quale si dee ricavare la 
relazione tra le coordinate x. ^y y che rappresenti la curva, cui 
conveniva la data tangente > o smtangente eo Per questa moti* 
Yo, i primi Coltivatori del Calcolo Differenziale ed Integrale ^ 
fean chiamata Metodo diretto, delle- Tangenti il Differenziale ^ 
Or Metodo inverso, delle Tangenti V Integrale . 

Data un* equazione tra le due coordinate x , y ed un pa- 
rametra costante a> per esempio ^(a?r^,a) = o possiam sem- 
pre da èssa dedurne uà' altra tra le stesse x ^y e la quantità 

jp = {j')% senza che vi si ritravi alcuna traccia di quella co- 
stante : coucluderema pertanto che la proprietà geometrica con*, 
tenuta in una tale equaziome differenziale > è affatto, indipenden-^ 
te da quel parametro- a , o è la stessa , qualunque valore egli 
abbia : dunque quella proprietà geometrica appartiene a tutta la 
faujiglia di curve espressa dair equazione ^(a;,j'>a}=: o. 

Io chiamò Famiglia di Curve queir immensa numero, di 
curve che si ponno. avere dalF equazione ?)(«?, J>a) = o,, 

dando ad a tutti i valori che a noi piace . 

« 

In generale trovata per ( ^ ) uà valore che appartenga a 

tutte le curve contenute ia una data famiglia > potremo, egual- 
mente avere dei rapporti tra le linee tangente % smtangente , 
norinale e sunnormale,, e le coordinate oc^^y ^ i quali non. sola 
coavengana alla curva particolare dalla quale si sono dedòtti ,. 
ma nel tempo stessa a tutte le altre iuff^nite curve della stessa 
famiglia ^ Cosi T equazione differenziale che^contiene una di que- 
sti rapporti ^^ non rappresenta air occhio nel Geometra una sola 
curva individuale, ma una famiglia di infinite curve,, per cia- 
scuna delle quali queir equazione ha luogo ; ed ecco spiegata 
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ciò che ho promessa ( Gap. II. ) di mostrare cioè, come le e- 
qnazioni difFercnziali sona infinitamente pia generali di (Quelle 
da cui sona state dedotte- 

Per esempia V equazione ^* =x aax^ — • »' ci rappresenta? 
un circolo r ed individualmente quello che ha per raggio a • Se 
per mezza della differenziazione (eliminiamo q^ucsta raggio % a- 

vremo; T equazione differenziale j^* — oj* = ^y^.i-^}- Di qui, ; 
si ricava y{ — }=^ L>d:JLL(Zli^ :. il prima membra rappresenta. 

la sunnonualei dunque couclnderema che qualunque sia il rag- 
gio di un circola,, la sunnormale è sempre la quarta proporzio* 
naie dopa i tre termini- 2X : y -i-h a; : ; ^ — 4? : sunnormale • 
Questa proprietà che si può, ritrovare anche pet mezza del- 
la semplice Geometria, appartiene alla faldiglia dei circoir; co- 
si mentre T equazione j* =.aaa; — a?' x. sola dipinge alla no- 

«tra mente uà circolo che ha pet raggio, a y «jnclla J'(^) = 

yiiitU^LriLl , ce ne rappresenta uno. q^aalun^ac .. 

Prendiama a' risolvere un ProbTema ^ i dati del quale eoa- 
ducono ad una equazione differenziale che Lisogno. imegrare per 
avere la curva che ia quello si ricerca . 

Supponiama che uus corpo ^rave liberamente cadenda per 
una data altezza AL = a , ( Fig. 4 ) debb^ in A incontrare p- 
una curva tale r che scorrendo nella sua concavità ABC> il ^"4" 
tempo impiegata nel descrivere qualunque arca AB ,. stia alla 
lunghezza della corda corrisponderne AB: nella rdgioa costaa- 
te del tempo per AL alla medesima altezza AL.. 

Chiamanda AP =r ac > PB = y ^ sarà corda AB = \/ (a?* -*-vy ) • 
La velocità del corpo in B è proporzionale jjlla radice dell' al- 
tezza Qi^ y\.co%\ indicaada per ^^ questa velocità ^ sarà v =a? 
v'(a H-^j?). Seconda ciò fche noi abbiama detta {9a)it si ha 

1? = ( ^ ) » rappresentando per s: T arca AB > e per t il tem- 
po impiegata per Tarco stessa AB: ora se noi consideriamo 
& ^ t come fuuzioni dì a^^ avremo la velocità t^ =s (^) : (f[!L), 
da cui si ricava 
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(*.) = T-Ciì') -^ ;^V7T*^{' -I.(g)'}, e quinai 

Siccome nel moto unifojrmeflieiitc accelerato le velocità so- 

Fig. 4, "* Proporzionali ai tempi , avremo perciò espresso da y/ a il 

' tempo impiegato a descrivere AL, ed il rapporto tra questo 

tempo e lo stesso spazio, sarà ^ = JL 

li equazione dunque da cui dipende il Problema » sarà 

• 

DifTer^nziamo qaest' equazione ^ ed avremo 

7T7T7) — ' "=" TUP^^yn * °^^ ^ "**' equazione difFereor 

2ialc del primo ordine del secondo grado . Se noi facciamo 

i%) =P ® quadriamo, togliendo ip seguito i denominatori e 
riducendo , otterremo 1* equazione 

la radice della quale è 

( aj) — ^ .y ) v^a ==s ( « H- ^p ) vO' , che diviene 
( xdy — j^dcv ) v^ a = ( xdx -^ ^cfy ) ^Z j' > avendovi riposjip 
(^) perp, e tutt*. in seguito moltiplicata per dx . 
Per integrare qoegt' ultima equazione , si faccigi 
-= « , ^ =, ^jOfluìll^ e si trasfbrma in ^ = __j?^ , 

nella quale le variabili sono separate, ed jl di lei integrale di-, 
pende perciò dalle quadrature . 

Questo Problema è quello della curva isocrona paraceptrj- 
ca> proposto da licibni? ai Cartesiani uel 1689. 
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§ 208. Eia ora abbìam parlaÈo d' ceduazioni difTereDziaJi del 
primo ordine , passiamo a quelle degli ordini superiori ; e pri- 
mieramente osserveremo che un' equazione ditferenziale del secoD- 

da ordine è in generale una relazione tr^LX^yy ( j^) > ( ^) ; 
quindi potrem rappresentare una tale equazion^e per la formula 

'^(«.^.{i)»c^.))=«'- . • 

Quest' equazione «vrà due integrali completi ^del primo or- 
dine > ciascuno dei quali conterrà una costante arbitraria; Vva* 
tegrale finito completo debbe contenerne due . 

Incominciando dai casi più sempHci per andare ai- [nii com^- 
posti 9 supponiamo che Y equazione differenziale non contenga 
là variabile y ^ sia cioè* • -* , 

'*'(*»(.£)' (j^).).= ° » se- <3a qfiestSL ricaviamo, .il valore. ^i 

• - •, • • - 

(4^) > avremà 

(0) =/(«»(2»' Ora facendo (£>i«p,si trova '' 

(g) = /( a? ,p ) ^ ovveiro (£) dk = cf«/(a? ,p) = c£p ; dun- 

qoe rappresentando per ~ la furinone jf( 4^ > P) > ^i ^^^^ Q^ = 

Pdap ,. essendo P ^ Q funzioni co.nosciute di ag e di p :. V in- 
tegrazione pertanto deli* equazióne di secondò 'ordin« 

r * • _ • • » 

(^,) =/(«>(^)j» sarà ridotta a qnetta. di un* egq^zìone 

difFerenziale. del ^ primo, ordine* e del primo grado Q^dp'^^ l^dcp 
tra le due variabili a: , p • L' integrale di qucst' ultima dipeqde 
dalle cose'd'eftc ài sopra ; qtiest' integrate sarà un'equazione ih 
a?,p ed una costante arbitraria; egli dunque sarà un' eqnazio- 
De diifei'enziajé del primo -ordirne y la Cui integrazione introdtif- 
rà una nuova costante arbitraria » ed in questa guisa avre- 
'mo r intégrale della proposta completato eoa due costanti ar- 
bitrarie . . '. 



_ • 

>8ìfe MATEMATICA ^UJBI^IMS 

Per «sempio . Sia 1* equAtìortc 



3. 



' j», . = ^ > essendo ,X funzione .di * . Si ricar» sujiit^ 



ovvero 



y(i H-/^ ^ X * -^^ integrando si troverà 

Sia y =y^ H. e , e si avrà p = ;;;riT=vv) ' ^'^^"'^i 
7)dx^ dv = _J^_ . V — r '"^^^ ^ /Vie/' 

* * ' . 

Quest* ultima equazione tra a; ed y , sarà V integrale Uni- 
to completo della proposta. Supponendo X s= ^ , si Jia 

. == / -— - F= -— :r- » ed jq ^eg^ito 



ftJC 



fr 



A 



(x*-^C)dx 



^^^^■•-^ 



y {«♦—(«» -t- e )•}■ 



1-^ e. 



' • J 



ua una taJ^e equazione^ è ^yj^ppresentata la curva , .nella .qn^^- 
le i raggi jdi curvatura ^seguono, la ragione inversa delle ascisse • 

Pct un altro esenipió' sia r equazione 

> 

jodxdy -4- x*dxd*y = nxdy s/ ( itJa?* -i- a*ddy* ) ; se poniamo 
i( -i ) Jap., (-p^) dx" per (iy > c?cfy, e laidividiamo per d^f' , avremo 



^(1)"^-»' «■ C0) =':»» (|) V O H- aUg),} ..ovvero 

.op*.H- *'d[jj) «=» «ap V { 1 -4- a- (r^)} ; questa è nn* equazi(>t- 
,ne . differenziale del primo ordine tra le due variabili XìOa e 



f\ 



idi nn grado snpenore ,9.1 primo . £ssa <dan^e .appartàese alle 
'Teorìe sopra sj^iegate . 

.Consideriamo .adesso il caso ;ìn .cui non si trovi nell' eqna* 
^ione A^S'ercnzÌ!à\& Ja yariaj^ile x^ jaaa. h^.% ,e sia T equazione 

t(:k,(*).(0))^ 

j In qnest* eqniizìone ^i .differenziali «sono presi axlativamente 
jalja variabile £c: permntiamola dunque *ìn nn'.altra.} sella qua- 
}e le .difFerenz^i siano /elative alla .variabile y i |»er questo 

invece .di (^)» « — 



o. 



-( 73 ) noi .faremo .oella "proposta 



(5) "^ 



(£5) : (^)' invece ài ( j^) : «ssa diverrà .allora au* «qnazionfi 



j» 



A*» 



in V , (^) » {-Ti) > ^^ qnale .rienti^r^ .nel caso iquì ^opra trat- 

m ' 

tato ) giacché se .faremo p = 



= (-f^) , .avremo :ntì* .equazione in 
y tp e ( ^) » come ,«np<|riormeiite .1' .avevamo per jc ,p e (~). 

§. 209. Se in unT. equazione diflTerenziale .del seooodo ordi* 
jCie in X ^y^^dy^^dx e ddy le .variabili x,^y entraiio in tal 
nianìera ^\che /consi4erando ^come f^uamità di una ^dimensione so^ 
la le ddyjdx^dy ^ ,ed attribuendo a ciascuna .delle vaiiabili 
X ^y nna dimensione > i termini , dell' .equazione abbiano lo «tes- 
,so n umeTO, di .dimensioni , suole a .guest' .equazione darsi fl ao- 
^me di omogenea i ^così 1* equazJio.Qe 

x'^ddy H* ydy^ h* xdx^ = p è un^ .equazione 4>raogenea > ed o- 

gni suo termine ha tre dimepsioni . 

VE' facile y^^àei^e .che ridotta T equazione differenziale ad es- 

.fi^ formata .delle .qpaptità x ^y ., ( s? ) , { J-J ) , la nostra defini- 

^zione ricade j a*, questa: 

„ Dicesi omogenea nn' equazione dif&renziale del secondo 



*. 



ordine } quando attribuendo a (i^) c== p nessuna dimensione, 



Tom. IIL 



A a 
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a (^) qss 5 nna* dimensione negativa, ed alle variabili x^y 

Dna dimensione per ciascniia 9 tntti i di lei termini han lo stes- 
so nomerò di dimensioni ,, . 

L* equazioni che godono di siffatta proprietà , ponno sem- 
pre ridarsi a dipendere dall' integrazione d' equazioni difTeren- 
ziali del primo ordine • 

In queste equazioni omogenee facendo y =z ux f q =i —^ 

X 

per mezzo della divisione si eliminerà la variabile x , di modo 
eho il criterio di tali equazióni sarà il seguente ,9 Ridotta un' e- 
quazione differenziale del secondo ordine a non contenere > che 
le quantità x ^y ^p ^ q ^ se da essa sparirà la x facendovi y =: 

ux^ 5 = -1 , e si otterrà un* equazione in u^p t v solamen- 

te , la proposta sarà allora omogenea „ . 

Data dunque un' equazione di tal sorte > incoraincierenjo 
dal toglierle V aspetto differenziale , introducendo in essa p e 

q ; quindi fatto y z=s ux ^ ff = — > u© scacceremo la x per mez-r 

20 deDa divisione , ed avremo allora un* equazione tra UyV 
p y dalla quale si determinerà una di qneste quantità per mez- 
zo delle altre due ; in seguito osservando che dy =2 pdx^ si avrà 

ndx -i* ^du = pdx > dalla quale ricaveremo — = — — : per 

X ^ — " • 

un altro verso essendo dp == qdx > avremo dp = — , da cui 
— = ^ . Eguagliamo i dne valori di —, ed otterremo -^ =3 

X V ^ ^ X p^^u 

^ » ovvero 

(E) . . . . vdu = pdp — udp . Se ora invece di v poniamo 

in (E) il suo valore dato per p e per a, avremo un* equa- 
zione differenziale del primo ordine tra le due variabili u , e 
p , r integrale della quale ci darà p espresso in u. Ciò otte- 

«0^0, porremo il valore di p nell* equazione ^ = —j^» c^. 
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avremo per mezzo dell* integrazionei «| dato per m } se infine 
ia qnest* equazione porremo ^ invece di w , si avrà l' integra- 

le completo della proposta , il quale conterrà due costanti ar- 
bitrarie , introdotte dalle due integrazioni che avrem fatte , Tutte 
le volte dunque che 1' equazione ( E ) del primo ordine potrà 
integrarsi , sarà anche integrabile 1' equazione del secondo or- 
dine proposta . Un esempio schiarirà la Teorìa . 
Sia r equazione 

jc'ddy = xdocdy •*- nyd»s* . Questa sì trasforma in 

^*q ^ss osp ^ ny y nella quale porremo y^=zux, ? = -^ » ed 

avremo v =: p ^h nu. h* equazione (E) pertanto sarà 

(p H- WK ) dw =2 pdp — udp , ovvero 

nudu H- pdu H- udp = pdp , il cui integrale è 



««» . «,. ^ _^ e 



^ PM 5^ ^ H- — • Quest* equazione ci dà 



= «-i-V{Ch-(«H- i) u^y ' avremo dunque 

*t =- — J? -. , ed in conseguenza 

* v{c-K»-n)«'} 

Ice = l 1 1 ì ^ » ovvero 

Djc'^^*'*"'^= ttv^(;z-h I )H-v^{C-h('2-*- O "'}» essen- 
do D e G due costanti arbitrarie . 

. Quest' integrale si riduce anche più semplice , e diviene 

j^,^W(.H-i) _ ^Q^VC.-M)^^(^^ ,) ^C, e mutando 
la forma delle costanti arbitrarie , cioè facendo D =s AV {ri -i- 1 ) ^ 
C = B(«-hi), 

AA/"^^*"*'^— 3Ajc'^^'**'^m = B. Infine sostituendo il va- 
lore di u=sJL in quest'equazione si ha 1* integrale completo del- 
la proposta 
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AAa? — aA« ^. = B:„ ovvero 

y=* — ~jc --^^« f, ovverO) 

^ = E«*""'^^*"^'^HrF« **''^^*"*"'^ indicando- E, F di» wk 

fitanti arbitrarie-. 

§. ai a Taluna volta 1' integrazióne di. nnft .epilazione dif«^ 
ièrenziale di secondo, ordine si riduce a quella: di noa di pri^ 

mo ,, facendo. jK == ^*5t/ , jpi == a? t^,q^^x/^ v^.cumnàò^Vfs 

t rU: (^oantità variabili 9 ed /i- uà esponente* «coataxite- lodeteLm^ 
nato:: ciò. succede quando una idonea* determinazione di* nty fk 
si che la x si trovi elevata in ciascun tennine^ ^ alla: raedesinzà^ 
potenza ^ e quindi possa, per mezzo della divisione farsi, .sparti- 
re dal: calcola. Infatti essf^ado. cij{. ==pdix^, dpj:=qdx:j quelle 
si^pof^izioni ci daranno^ xdu: h* nudx = tdcG:y xdt^ (71 — ^ 
t ) tdx; = vdx r dalle quali si ricaverà: 

^^^^^ — ^.^^, e Quindi 

(A)) .. . . . {« — (;2 — I )£}crMr= (t — mi:J:,dt:: orai fi- 

cendk:)» le distte sostituzioni nella equazióne- proposta? im x yy;^, 
p r c q/r edì andtindosene lia variabile x ^ rqsterà nn'' equazione* 
in u:y t e^ l^^ àkUsL quale ritroveremo* it dato^ per t e per Uy 
ehe sostimtot nella (A)>, ci condurrà ad integrare un'eqiiazione 
diiiereaiziàle' fleìpiiniO' ordine tra due variabili Uyt. Fatta unai 
tale integrazione > avremo t' dato< pec u e qciindi dalT equazione 

Z*^ .^ ^» ___t. ^. ^^Q^ pgjj. jy.^ gjj; anche per y. quando^ ih- 



vece: di u vi st ponga il suo valoi» -^-. 

Qualche esempio schiarirà la Teorìa.. Sikpr^posmt Tegiiaziòne- 
gc'ddjt s= aycf«* -i* bxdxdj^i poniamo 2')p invece di C^)'>. 
( ~) » ed avremo» 
fl?*{jF == ajf -{. hxp'. Se- ora facciamo* y- = «e. u > p = x t » 



e A L e O 1 Oì: Xlff T B.G &.A LE. C A K Tllk. l9|^ 



9 ss X V r trovreremo 






at*v = ax M -f- Aop f>*e ^iv^'^'^ndo per x , v = att -f 5f • 
K equazione ( A ) », «il ruiarrLaUora. alia: segnente 

fatL H* ( & — * -i- * ) tydu *3 (^t — «a ) dt^ cfie è; na eqoa-" 



»ioj;& del prìin«> ordióe trt; dne- variabili ^& etichi pod» ìategrare / 
L' eqaazioae deli .siecoadc^ ordiot - . . ' ■ [ 

«*("^) -V qy*(^) s±= 6) pefiiezzo» ddllà sostitnzioni qid so» 
pra nsafe , div:i«nft / '> i . ' # ^ ' ^ «: • ' 



se sarà m -ir n — at =?=^ /ijx h- ^^' ^— " ^> ovvero»' /fc = ??rL!z:i*i 

DatO' questo» vaTorc ad n, si; avr,ai vcst^^ au t , ed ia.con* 
segaenza per questa esempid' T equazione ^ A }, diverrà. ' 

^t--^ nuydir^^t^^àu t h-( /2-— r)f Jcfif = a^ dair integra-^ 
zione delta^ quale dipenderà quella della proposta:* 

Qnando> un'' equazione- differenziale deL secondo^ ordine ri 
dotta ad: esser funzioobB di x^y rp» e q^ & tale- che- le quanti 
tà y'jp y Q; compongono' in. ciascun: termine lo^ stesso numero ci. 
dimensioni' V essa: puà sempre^ ridursi air intpgrazioile- di un* q^ 
quazione del primo». Se infatti faremo» p»== uy^q'==^'^y ^ si ^^^'o- 
vera in. ciascun terqpine dell* equazione Tar medesima' potenza di 
y:^ e per mezzo, della divi-ione to..rcndotquesfai variabile, si ot« 
terrà un* equazione- tr« .« ,Ji^.od'. « Vdalfa jquale^si potrà deter- 
minare V per mezzo» delle altre- due- a? , m ora^ si ha dy ca 
pdbci. dunque dy = uydx: così a cagione di dp =^qdx^ sarà 
dp=^i>ydx=i udy '^yduy ed in: conseguenza. 

^ =r tidx > — == ^ÈLzJl: eguagliamo' questi due valori di ^ , 

* 9 »■. , . ■ y 

C' SI troverà: Inequazione del primo^ ordìbe dw •i^- u^ dx r= vdo(;0 
lii quale conterrà, solò- le due variabili u ed x r allorché vi a* 
Trem sostituito, in^ece^ di v il suo> vafore in; x , w dato dalla pro^ 
posta • Integrata, questa ultima equazione ) avremo il valore di i; 
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dato per x^ e quindi ly s± fudx . 

Per esempio . Sia. da iacegrarsi Y equazione 

»yddy ;?= ydxdy h* xdy* ^ • **^* - ; a questa dando la formi 
xyq zsc yp ^ xp* «4- -_ij^l-— - , gì vede che in ciascnn termi- 
ne le variabili y^p^q compongono due dimensioni , oosi essa 
può trattarsi per la regola sopra spigata . 

Facciasi dunque p = tty,j=^, e si avrà > dividen- 
do per jT 

« ■ 

«;« = u H- xu* -4- — **** ., • che ci 

VI* — * ) 

du -♦• uUix ars ?^ H» u*dx •-*. . . f** - -^ <£« , ovvcro 
f^iLzfé* -= **^-- , il cui integrale è 

G — ~ :s3s — 6 j/ ( a* — «* ) » ovvero 

u =: 3; — I-7V-: — TT • Sostitniamo questo valore di w, e «i avrìl 

-^ J Ch-ìV(«*-*') 

Per ottenere quest' ultimo integrale , poniamo 
i/(a* — »' ) = f 4 e sarà xdx = — tdt , quindi 
Zv = — /"-ift- -^ ^ fJt ^ C ^* 

ly ^==i — -f-^ £^(Gh- ht) H- iC', essendo C nn' altra co- 

m 

Stante arbitraria « 

« 

§. i2f I. Il metodo del moltiplicatore ha Inogp ancora nèir in- 
tegrazioni delle equazioni del secondo ordine : eccoci a parlarne. 

Rappresentiamo per (jn)*^*/^(*>^>p) = 0» essendo 
p =5 (^) una equazione difierenziale qualunque del secondo 
•rdine , e dimostreremo che per mezzo di un moltiplicatore potrem 
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sempre renderla una difTerenziale esatta . Sia infatti* l' integrale 
di quest' equazione F{Xìyip) == a» indicando per a la co- 
stante arbitraria > e si avrà 

Essendo svanita la costante a » qnest' ultimo risultato de- 
ve essere identico con la. proposta r ed. avremo 1' equazione i« 
dentica 



(5.) OS) -/■(«.^.P)} = (S) * (s)P -(0.)(0) = dF 

Ma ti secondo memBro di guest' equazione è una differenziale 
esatta ; dnuqne- anche il' primo sarà tafe; dunque la proposta 

moltiplicata per Cj )> ^^^^ ^^^ différeoziale esatta. Questa quah->^ 



tìtà (^) è il fflolHplicatore di cui si parla-. 

Siccome poi là proposta moltiplicata^ per (— ) è eguale al- 
la difTerenzialè esatta dF r è chiaro- che* anche moltiplicata per 
T(F).'(j^), diverrà la differenziale esatta- di una funzione di 

F; così la formula '''(F). (^)', nella qualb r(F) rappresen- 
ta una funzione qualunque di F. esprìmerà tutH gli infiniti mol- 
tiplicatori ) che rendono integrabile la proposta . 

Trovato dunqne con qualche artifizio un^ fattore N che ren- 
da la quantità N .^/-|.(g;)} tiiia differenziale esatta^ = ciw, 
.la formula che rappresenta tutti i attori, sarà Nt(u)ì 
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Qaest» ragionamento ^si .estende .anche all' .eqnazioni dilfe- 
irenziali <di qnalnn^e «ordine . ^[ndicaiti^o -per ,( ^ ) ^.4. y ae o ^ 



nella qnale / è funzione di ,« ,> , <£) = p , (0) = g, . . , . 

{jgr:r, ) = * > la differenziale (di un ordine n '* » e rappreseffr* 

tando il suo integrale primo per 

F = F ( x,y ,p -, ....•• • ,' ) ^== (^'- > si avrà 












.eWr 



zione idenóc^ 



4>r 






(^)/ == dFi dunque la proposta (^J H-/ = o molti- 
plìcata |>er (^) è una diifècenziale esatta i .essa lo sarà anc^^e 

moltiplicata per T ( ^ ) -X ? ) > J^^ i" conseguenza qnest* ultima 

espcessione rappresenterà la formala èì tutti i moltiplicatori^ 
che :;rendpQO integrarbile la proposta . Jn somma quanto abbians 
detto per Jle equazioni .del primo ordine a questo proposito 9 ha 
luogo per quelle ,del sts^condo .e dei superiori . ^ ' 

l^a ^come potremo ^effettivamente trovajre V idoneo molti plìr 
catore ,che renda integra^bile un' .equazione del secondo ordine ? 
Institnìamo con qualche generalità questa ricerca . 

L'eqnazipiie (0)H-/= o diviene {qHrf)dx^p^ 



facendo 5.= Xj-i)- .^^* *^^ ^ funzione di x^y^p il fattore 

per ,cui nioltiplicatp la proposta , .si renda .essa .integrabile , .e^ 
allpr^ IS {q '^ f)dx f .dovrà .essere una differenziale .esatta. 
■^^ .§' ;'?• ajjbjamo ^s^egriato il critèrio perchè ^dx sia una 
differenziale «satta > essendo ^ una funzione di x^y^p^q; se- 
condo dunque ciò che è stato là dimostrato ) avremo per de^e,^ 
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minare N qnest* equazione 

Eseguiamo le difièrenziazioni , e troveremo 

««)-^0-^p{||)-/(S?)-»(i^)(f)- 

N(.^^)>-<-(S?)-^^i'(a)-4■/<^)-/(^)- 

Wf)}(f)-{OH-p(^)-(|)>N = o: 

siccome poi le funzioni N ed /* non contengono, q , dovrà daiv 
que annullarsi da se medesima la parte moltiplicata per q > e 
r equazione superiore si spezzerà in queste due 

(0.-.^(^)H-(^,)-^.i.(S)-/(^)-»(f)l^)- 



dy ^ ^ dxdp ^ ^ ^ dydp ' ^ ^ dp^ ^ ^ dp*^ dp 



(f)(S)-^{/-'i'(f)}(f)-<('^)-^^(Ì^)}x 

r equazioni ( i ) > ( a ) sono del secondo ordine alle differenze 
parziali, e dovrebbe trovarsi per'N una tal funzione di oc ^y ip 
che nello stessO; tempo soddisfacesse a queste due equazioni : in- 
felicemente però lo stato attuale dell' Analisi è ben lontano ddl 
poter generalmente soddisfare a questa ricerca, per la quale ba- 
sterebbe anche un valore particolare di N . 

Per esempio . Sia V equazione semplicissima 

( 7^ ) M- JJ ^^— ^ = ; Avremo in questo caso 
Tom. IH B b 



J 
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J ^P -^^y {^^) -r-» t^) = ^> kji) P-^ » 

che dàcMrrakttao sostituirsi noli' cq,uazioD.i ( i. )•> ( a ). Ora osservo 
chiC se si suppone N solo funzione di -x , T equazione ( i ) e 
identicacaieat& nnlk , & ci resta per determinare N V equazione 

i'^^y-'^iTi)-*^'-^^ ^ Q^ c^ g^ddisfa H =^ «V: 

dunque x* sarà il cercato, moltipljics^tore ,. ed in conseguenza 
r equazione 

^'(0) ^ ***(^) Hr (^) = o è integrabile da se medasima. 

Quest* integrale è a?'(^)H- j» = Cost.y e la formula che con- 
tiene tutti, i moltiplicatori h x^^r ^x* (^) -^ y\ , 

§. 212. Trovato, dunque un. idonea moltiplicatore , sfa 
NxZ^y H- Mda?* = o una difFerenziaTe esatta ^ e fa€eDdo ( 4^ ) s= 

ijjì avremo^ Ndp -+• Mc?« = o;- ©ra il primo termine Nd[p> 

dee necessariamente risultare dalla differenziazione dell* integra* 
le per rapporto a pi dunque V integrale della, proposta sarà c- 
guale a /Ndp piii una funzione di a? e di j^ , dalla quale dee 
Aìpendexe Y altro, termine Mdx . Se indichiamo q[uest' integrale 
per zir^ aivremó. 



u = /NcZp Hr y y essendo Y =^ P{« yyj^ 

Per determinare la funzione V, opereremo in una manie- 
ra analoga a quella usata (r 82). lu questa guisa troveremo 

du = ÌHdp ^ dxfi'^J dp^ dyfif)dp H- (^)dx^i'^^)dy 
che dovendo essere eguale ad TSdp -j. Mdx , ci darà 
M=/(^)dp-i.p/(^)<^H.(.g)-l-(^)i'. la qaale e^ 

qaaziane debb' essere identica- . Differenziamela per rapporto a 
jp-y ed avrem<^ 
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cav€rà. 

(f ) = (f ) - (^) - (^)P ~/(f ) 4>i sostitnlamo qne» 

sto valore di ( ^ ) neir epilazione identica , e si troverà ' 

{^) = M - (^)p H- (S)P ^ (ffi)p' -/{f ) rfp . 

Ottenuti i dxie valori di (él)^f^) sì avrà il valore di 
V prendendo V integrale ài 

f{j-).dpydy. Tacciamo tin esempio^ 

Per mezzo ^eir opportnno moltiplicatore siasi ridotta una 
differenziale esatta quest' equazione 

vogliasene V integrale . 

]3ata questa forma air equazione - 

( a?* H- ayp ) dp *j- ( gxp H-p'H-^)<^ =0» si avià N 5= 

«* -J- axp ) M a=s 3«p »{. p* •{. ^ : gara pertanto 

u ^/Nclp -i. V s=3 a?*p -h^p* -^ V, Per determinare V si 



avrà 



<fV 



( ;ì^) = 3* — 3P* — ** — sp' — p* ss a? , e perciò 



rfV =ydx H- «rfy , V = :^ -j- Cbs^ 
L' integrale cercato sarà dnnqne 
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^p ^ yp H* ary H-^ Cast. = o . 

Un'equazione differenziale del seconda ordine ha due in- 
tegrali completi di primo ; così se noi indichiamo per z = Cast. 9 
e per u = cost questi integrali ^ e per N , N' i moltiplicatori 
pei quali si ha N ( d> ^fdx') == dz\K((ry ^fdx') = 
duy avremo le due formule N^(2)> N'^'(tt) la prima delle 
quali esprimerà la serie dei Tattori che rendono la proposta u- 
na differenziale esatta di una funzione di z ; e la seconda la 
serie di quei che reridono la proposta stessa una diiferenziale 
esatta di una funzione di uì. sarà quindi 

N(p(2^).((f>H-/dx*) = F{z) 

Kp'iuy.{dy^fdx') = Vizi). 

Sommando queste due equazioni , si avrà 

{N?>(s)^NV(i^)}(d>H-//ia7*)==.F(2;)H-F(r^), d'on- 
de si deduce,, che N^(2;) H* N'(p(M)t, sarà una formula più 
generale dei fattori che rendono^ integrabile V equazione . 

Sapponiamo ora ^ che indicando per T una funzione di a, 
u y si abbia V equazione Y = Cost r e differenziapdola > avremp 

.(?^)ds H- ( — ) dr^ =» o, e ponendo per (f^; e per du i loro 

valori N 

N ( dy ^fdx' ) , N' ( dry '^fdx\ ) „ sarà 

/ K" ( ^ ) .f N' ( — ) } ( dy -ffd.x^ ) = o r dunque si avrà nn* al- 

tra -formala più generale della' precedente t e che le comprende 
tutte entro à% se , per esprimere i ' fattóri > i quali rendono in- 
tegi*abile la proposta ^ e questa sarà 

- §. 2 13. Supponiamo che il fattore N non debba contenere 
p » e cUe la proposta del §. 2 1 1 sìa 
(^) ^ «(<?)> ^ |3(i?)^ys=: o, ove «,^,y contengono 
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solo X ìX sen^a p 'In questo 0aso si. ha 
/= ,ip* H- Pp H- y r €^ quindi (^) = a«p rh ^ ^ ^^^ ~ **' 

(g)=p{S)-«-i'(f:) -.-(£), 



\ « 



r • l 



sarà poi (5^) == o-r le equazioni (i >, (a )• del^; air pomo- 
to diverranno (^>—:«N= o* ' - » ^ 



«e 



(*) - (g) N} H-p.- {{9) -.(f T - (*)»} 



la seconda delle quali si riduce a qucst* altfa più semplice 

(3)--(S5)-P(f)-fr(f)-{(g)-{S)>N = o 

per causa di (^) — «N = o > che ci dà 



» « 



J'I^V 



Ihiir equazione { ^ ) i-r «N ssi o^ si ric^VA 
N = e . P («), e per conseguenza 

• •• 

(_) = e «.F(»), 



< > 
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F ( a? ) H-/( j? ) '^J' • F ( * ) / * sostituendo questi yalori ncU* e- 
quazione (^)) «i avi^ 

l/(^) <iyr -mr.) 4- •* «r - (|)-» (fp) F(»3 = o;- 

Si procnreià che in qnest' eqnaziooe le y dispariscano t 
per il che avremo molte equazioni > le quali dovranno ridursi 
Ad una sok> poijshèi^a vi è che una sola indetermiùata , al- 
trimenti non sarà vero che la proposta possa divenire integra- 
bile ^ essendo moltiplicata per,uniattoi:e fanziane di isv^e diy 
solamente. 

Per «sempìoy propongasi T equazione 

(0) r^- i0' -*• 'r^ (g) -?• ?^ -: o P" «per» » «»» ?»& 
divenlr'e .iategf{ibile> moltiplicandola per un fattore funzione soI« 

tanto di a? e. di jf . In questo caso si ha ^t = — , p = ^^t^ , y = 
J.^ ed e =>*• ](j' .equazione (4) diverrà in conseguenza 

J'{«'(^)-3*O-^3F(«)>-a«(g)-t-6P(»)=0i 

e siccome j^ dee disparire dà quest^ equazione y si farà 

«(g) = 3F(^)-, «Mi^>~3«(g)H-3P(*)=o, ed a- 

vremo dalla prima F(ap)=xS (^.)t=t3oc', (^) = 6x,va- 

lori che sostituiti nella seconda vi soddisfanno; donque si po- 
trà rendex^e integrabile la proposta , moltipìicandola per ìin fat- 
tore N funzione si^ltanto. di a? e di>3^ . . .Qtf^<J fattore poi sarà 
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N ~ e ■ F(a?) = w'y : cosi la qvtzmììk 

sarà la differenziale esatta di una funzione difierenziale del pri- 
mo ordine . 

Per ciò che abbiam detto al §. antecedente si trova 1* in- 
tegrale di questa differenziale esatta , e . si ha peF 1' integrale 
della proposta equazione 

a?y ( ^ ) H- «y -i- Cost. = o . 

§. a 14. Più per esercizio di calcolo che per vantaggio che 
si ritragga nello stato attuale dell' Analisi da queste dottrine » 
io mi tratterrà anche un poco . 

Sia proposta V equazione 

(£l\^±(^ *! )* ^ ^ = o , e supponiamo che il moltiplicato- 

re , per cui essa diviene integrabile , sia Mp* H- Mp H* M" in* 
dicando per M , MS M'' delle funzioni di a? y j/ senza p da de- 
terminarsi . .'.... 

Ciò posto » facciamo le opportune sostituzioni neir' equazio- 
ne ( I ) del § ai 1 > e si avrà 

/4(éM) — I2M ],p' s=s a: ma W , M' , M" non contengo- 
no p > si avrà dunque 

a(^') ^^2^^ (^) — ?fi^ = G.y dàlia quali' equazioni do- 

vrem trovare i valori di M , M' , M" . Integrandole nella sup- 
posizione di X.. costante , si ba dalla prima M = jf ' F ( a? ) , dal- 
la seconda IT = ffitx) — 2! (£?), e dalla terza W=y<^{x^ - 
'iy/j-^TA^l^^ ^ a«:/F(a;), indicando per F(^)',/(ar}, 



« « « 
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(p{x) tre fnazioni arbitrane di a?. 
Sarà dunque il moltiplicatore 

Le tre funzioni arbitrarie debbono determinarsi in manie- 
ra 9 che sia soddisfatta V altra equazione ( 2 ) del citato para* 
grafo ; per questo basterà fare P ( ^ ) = i , JT( a; ) = o , ^ (jc) = o ; 
sarà dunque N =zy^p' .^ axy' V idoneo moltiplicatore^ e T e- 
qnazione 

0' { g )' -<- '«J'* } • ( ) H- / ( *)• H. iasy (±y -. aV = o , 

1 » 

sarà integrabile esattamente • ^ ' 

Rappresentiamo V integrale di quest' equazione per 

l-y^ {^y ^ axy^ {^) ^ V essendo V una funzione di x^y 

e costanti. 

Differenziando -e paragonando , avremo 

dV = — oy*dy H- cCx'dx , e quindi 
V ==- — ^ •-{- ^ M- Cb5^ 



'- .!• 



Sarà 4ancj[fi& T integrale «aiopjeto della nostra equazione 
del secondo ordine 

* E qui termino di parlare del metodo del jnolliplicatore > 
reputando J tinti le. ogni ulteriore sminuzzamento ^ ' e rim^andaado 
per questo 4I Calcolo del Sig. Euler . 

^. i\^. Per poco che si rifletta sopra i metodi d' integra- 
zione- a:doprati nelle equazioni differenziali del secondo ordine» 
concluderemo quanto a questo riguardo è grande la povertà dell' A- 
naliéi Vdi modo che rare sono quelle equazioni differenziali, le 
quali ^pTrese' air azzardò > o^ condotte dalla soluzione di alcun 
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problema , possono con simili artifizi integrarsi ; in manganz* 
pertanto d' integrali ^esatti > noi ci rivolgeremo ^lle approssima- 
zioni , molto più che pensiamo .esser questo il metodo più uti- 
le in pratica , ed in .conseguenza maggiormente jaeritevole^jd' oc- 
.qupare i Geometri . 

E primjeramente faccio osservare clie il metodo dei Coef- 
jicienti Indeterminati può con vantaggio .adoprarsi ncir inte- 
grazione per serie delle equazioni del ^condo ordine ; quando 
poi queste serie si termihetanno > ne dafanno integrali esatti; 
e ciò non succedendo 9 se le stesse serie ^saraono convergenti o 
in altre convergenti potran trasformarsi , Allora ^li integrali sa- 
ranno soltanto approssimati. 

Sia r equazione 



{a) .... . (g) ^ax^'y 



4x 



o ., e se ne dimandi V integrale 



finito completo > ^espresso jn serie ordinata per le potenze di x : 
.supponiamo per questo 



.e si avrà 



n 



CkX 



X H- 2»'-f 4 



%x 



X.f+ 3» -*• <J 



ec. 



.1 ) Aa? H- ( ^ H- '2 



2 ) (A 



n 



i)X 



facendo ora le opportune sostituzioni inella proposta.) « parago- 
nando tra joro .i termini affetti .dalle ^stesse potenze <di ;a;^.avremo 

a(a — .1 ) = o, • , 

£0. 



n 

,271 

3^ 



= o, 
6)U 



72 
3» 



.1 ) B H- qA 
3.)CI.-+. aB 
5 ) E H* «C 



01 



Dalla prima :equazione si trovano due valori per x cioè 
o , X = i ; prendendo il primo x = o , le altre equazio- 



ni divengono 
Tom. Ili 



C e 



\ 



t 
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( /z, •+ a ) ( « H-^ 1 ) B -+» a A =1= o > 

( a/z H- 4 ) ( a^ -H 3 ) C ^ aB =5 o > 

( 3^ ^ 6 ) ( 3^rt-t- 5 >E H- ^ = o ,. 
ec. 

e prendendo il . secóndo ^ esse divengono* 

(^ H*3)( ^ -t-a.)B-HrG5A = o, 
t aa Hr 5 ) ( a» H* 4 ) G -^ aB =: o ^ 
( 3« H- 6 ) ( 3^ H* 7 ) E H- aC = o ^ 

€0. 

Si avrà dunque- nel primo caso 



^ = o,. A indet > B = ^ > C 



ah r^ tfF 



(»H*2)(»-+I ) 2(<i-+»3H2<l-+3>.'' 



i»C 



E = ~ . ec. > e nel secondo 

;!= i.,.Aindet.,B=:— - — ^ y G = ^^ ^- ^ 

E =.— ~ ec. V ci in conseguenza, due serie* 

per esprimere il valore di ^ .. s 

Se indichiamo poi per A* e per A' i due coefficienti pri- 
mi indeterminati , che a ciascuna di esse appartengono , e pren- 
diamo }a somma di dette serie, avremo 



Jf = A{ 



tfa?»"^* tf.***'-*-* 



I . (.« H- I ) {p -+-2 ) I .2 . ( » H- I ) ( 2» -h 3 ) ( «Ht 2Ì 



-4-.ee \ 



A'{« 



i.2.3,(»-*- 1 )(2»-*-3) (3<*H*5)(« -t-a)' 



i'-(»-«-:3)(»-+*2) l.2.(»-^3)(2»-^-5)(»-+3)*' 

•+• ec.^ 



i^.a. 3..(» -it 3) t2/^-h 5) (3» -4-7 ) ( » -h 2)« 



espressione , la qiiale sarà 1* integrale finito compteto della pro- 
posta , poiché conterrà le due costanti arbitrarie A , A' . 
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Sii danno alcuiii casi nei quali queste $erxe iion ^oqo -di al- 
cun uso 9 e questo succede quando qualche denominatore divie- 
ne zero , per il che il termine oorrispondeùte si ià infinito . 
Primieramente essendo /z = — -2,1 termini dell' una e dell' al- 
tra serie divengono infiniti , e V integrale trovate , illusorio ; in 

tal caso però V equazione proposta si cangia in (^) H- ^ = o ^ 
ài cui può facilmente aversi V integrale . Infatti pongasi y == 



X 



A^ 9 essendo A una postante indeterminata 9 e a un esponen- 



te da determinarsi .> ,e si avrà (^) == ^(^ — x )Ax ; 

.quindi sostituendo e dividendo per Aa? , otterremo V equa- 
zione x(x — j)^a = o, che ci darà per x due valori , e 
la costante resterà al nostro arbitrio . Siano x > x questi, valo- 
ri 9 fi rappresentando per A , A' due costanti arbitrarie , V inte- 
grale completo sarà y = A« H* A'a? ^ 

Gli altri casi nei quali incontrasi V inconveniente > di cui 

parliamo , sono compresi in queste formule n ^ n ^=3 -L ^ a H* 

a = — —, indicando per \l un qualunque numero intiero . 

La prima formula rende falsa la prima serie ^ e la secon- 
fda r altra serie ; così si avrà y dato per una di quelle due se- 
rie ; ma in questo caso T integrale non sarà che particolare 9 
perchè contiene una sola costante arbitraria . 

Onde ottenere allora T integrale completo , indicando per 
P quella serie reale , supponiamo ^ =: Pjb > essendo z una fun- 
zione di X da determinarsi , ed avremo ^ facendo le debite so- 
stituzioni \» 

tesi h (2^)^-0* P=so; dnnqae ai avrà per determioare % > 
V equazione 

3^.(57.) H- a (g) (^) =s o, che ci a z == C/^, essendo C 
una costante arbitraria • 
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§, 21 6. Il equazione (^^) ^ <^ y = o ,. può trasformar* 

SI anche im un' altra ). alla quale è applicabile eoo: successo- il 
Bietodo d*^ iategrazione per serie \ pongasi infatti 

y =^ e z% essendO' p r ^ due funzioni di x da: determinarsi ^ 
e si avrà 

quindi V equazione diverrà 



Avendosi una sola equazione- e due indeterminate ^ una di 
esse dipenderà dal nostrO' arbitrio >. facciamo per questo >> onde 



determinar p , p* H:^ aa? = o ^ e sarà p z=r x^ V — a r owe- 
xa p = x^c 9 aveada supposto* per semplicità di calcolo^ n/ ==: 

L' integrale dunque Heir equazione: 
(^) ^ cV"y = a ,. sarà 

y = e '2 = e^"*" * a> essendo' dato » da ijti€st*'eqxiazione 

^S^ ^ 2p(^) -i.2(£> = o, ovvero.» mettendo» per p e 

( ^ ) • i respettivi valori , da 

dx 



Fingiamo ora 

Aa? -4- Bx -^ C* -i- ee. 



e sosùtne^day avremo» 
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ao5 



3t.{\-i)Ax~ H- (^ -*• /« -f i) (x -*^nz:)Ba? " ~~ ' h' ec. = o 

-*• àxAc 

-*- mAc. 

à^ onde conclnderemO' priipieraiiicnte x = o , ovvero x = i .. 
Si avranno pertanta due serie per esprimere il valore di Zt. 
in questa guisa. 



w-4- 1 



éUf 






2m 



E 



0? 



3WH-3: 



f»-4-a' 



C, 2«r-+3: 



ed i valori dei coefficienti, saranna 



3» H- 4 



ea 



ec*), 



B 



C 



E 



m\e- 



( I» H- I ) 



( 3<w ■>- a ) Bc 
2(2«r-M^(.iw -4- 1 ) 



ec 



ce. 



B 



G 



K 



(m^2)A'c 



a(2flr-+-3) (iwH- i) 
( 71» -4- 8 ) C V 



ec- eci 



restando indeterminati i due A , A'\ i quali per questa rappre- 
senteranno le due costanti arbitrarie. 

La prima di queste serie si termina quando (^ rappresene» 
tando' per i uu niimero intiero^ qualunque ) 

( 21 ^* I ) TOH- 21 = o ,. ovvero 772: 

quando ( 3^^ — i ) 772 H* af = 



ai 



o y ovverà m 



-— ; e la seconda 

•4- t 

_ al 



2£ 



ai 



ai— I 

,; ovvero ara 



: dun- 



que ia uno qualunque dei casi tzr = — 

— ^'-- f si avrà almeno uu ìntagrale particolare della proposta ,. 



ai 



espresso per un numero finito di termini . 

E qui osservo che trovato un integrale particolare > facil- 
mente potrà aversene il completo in questa guisa ; incontrando* 
sk neir integrale particolare la lettera e ^ mentre neir equazio* 
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ne -differenziale è ce » si potrà in queir integrale tanto scriva 
re H- ^ > che — e i di modo che se V integrale particolare è 
^ = P H- cQt possiamo anche prendere per esso j^ = P — cQì 
ora r equazione è linefire ; prenderemo dunque la somma di due 
integrali particolari per esprimere V integrale completo ^«jC faremo 

y ==: flt ( P H- ^Qc ) H* ^ ( P — Oc ) , PI , ^ indicaudo due co- 

stanti arbitrarie.. 

L* equazione del secondo ordine 

(^) — d^xy = p, si riduQe al primo per mezzo di questa 

semplice sostituzione y <=^ e > e si trova du ^ udx ^=^ 
c^x'dx^ che (183) è la celpbte equazione -del Ejccaji . 

Di queste due equazioqi dunque le integrazioni saranno 
dipendenti V ufia dall' alt;ra : ciò è dato dal calcolo ; ìmperoo- 
che anche V equazione Rìccaziana è sempre integrabile 9 quaur 

do ^ ^=3: i — :r^^ prendendo per z un numero intiero qualunque^ 
^cr farine xjp. icsempio , sia proposta V .equazion/B 

ddy — c^ ydod*^^ o: si avrà in questo caso 
a == — —, OT =?: -T- |- , 3» -+. a = .0 , e quiod^ 

y i=i é 2, i^sAh* oy/oB ì B = — t- sAc» ed in con^ 
seguen;» 

S '3 3 

•J e •— 3CC* .Va?VH-A \ e H* 



} 



A > A' due eosstanti arf)itrarie . 

Se <c fosse una quantità immaginaria) si renderebbe allora 
r aspetto reale al valore di y , sostituendo invece degli espo- 
nenziali 9 le trascendenti circolari 1 come abbiam fatto altrove 
( 1 07 ) > cioè ponendo 
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€0S £t •+ v/ — I . sen bt invece di e , e 

cos bt — ^ — 1 . sjsn bt invece di e y essendo t nna 

qualunque quantità variabile > e S un qualunque coefficiente 
eostante* 

§. 217. Prendiamo anche T equazione 

x^{a^bx')dy H- ^ic H- ea?*) dxdy ^ (f^gx*)ydx^= o^ 
e fingiamo 

y = Ax ^nx ^Cx ^Ex h* ec. > 
e fatte le opportune sostituzioni , avremo * 

H- XAf H- ^(\_i)A» -^CX •+ « )(X -h« — i)Bi H-ec. 

H* Af -^ (X-h»)Bf -4^ (X-«-2»)Gr -l-cc. 

-*t XA^ •+ U-t-if)Br -*-ec. 

-4^ B/ -*• C/ . -f-cc. 

Ora mandando a zero r coefficienti delle respettive poten- 
ze di or > si avrà primieramente x(x-^i)aH-^c h-/^= o 
pec deteraiinare a, e per i coefficienti ( ad eccezione di A che 
resta arbitrario ) quest' altre equazioni 

-{^(XH^72)(XH-72 — i)a ^ {k ^ n)c H-/} B = — 

^(AH-a;2)(XH-272 — i)gph-(x •M^ra)c H-/} G = — 
{(A Hr 72) (A H^ 7Z ~ 1 )6 H- (x H- «)e -h ^} B, 

{ ( A H^ 3/2 ). ( X -f. 3^2 — I )^ H- (X H- Sn ) e H-/} E = •— 
•{; (x H^ 2n) (x H- a'z — i ) 6 h- (x -f- a/z ) e H- ^} G 

ec; _ ec. 
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E siccome si troveranno due valori per x , sì avranno co- 
sì dae serie , la somma xlelle quali ci rappresenterà X integrale 
completo della proposta . 

Indichiamo ora per ^ ( ^ ) la quantità 

x(K_,,*-.x,H-^ ,\e sarà 



E =' — ^ (X).^ (X rJ-^) -^ (^ S- 272) . A. 

jec. fic. 

onde rappresentando per \y\' i due valori di A 9 otterremo 

.H-A'-fa? — ^(x').a? -j- ^(x') -^(x' '-^ Tz)"-* *' — 

jdi queste serie alcuna si termina quando 9 indicato per i jua 
jiumero intero , si trovi 



( X -h y « ) ( X rH //z — .1 ) i H- ( A H- in ) e H- ^ = o , ed in 

tali casi si ottiene .un integrale particolare della proposta espres^ 
/ * so per un numero finito di termini . 

^. 218. \J equazionje 

( a ) .. . . . . ddy ( | — jrix^ ) — Jixdxdy — lydx^ .= o h tin 

caso particolare di quella del ^. antecedente , poiché per otte- 
nerla tasta fare 72 = — 2 , 6 =?= 1 5 a = — 772 , e = o , e = 
— Jiy f z=:z , — /, ^=0; sì avrà dunque un integrale parti- 
colare esatto tutte le volte che sarà (x — 2Ì ) ( A — 2^' — 1 ) = o, 
ovvero a ;= 21 , a = 22 h* ^ > indicando per f un numero in- 
tero , ed essendo A dato da qucst' equazione a(a — i)ot-i* 
-^A^ H- Z = o : oppure tutte le volte che sarà Z = — 2^ ( 22 — 1 ) ra — 
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Qih y o l z= — a£ ( af H- i) m — {21 ^ i )hy potremo ave- 
iG un integrale <ie]Ja proposta espresso in termini finiti . 

Ora per quanto in questa maniera si abbiano infiniti ca^ 
nei quali V equazione (-a) è integrabile esattamente, pure mol- 
tissimi altri sfuggono a questo pietodo , per trovare i quali bi- 
sogna tenere altra via . La ricerca non è invero di moltissimi 
utilità , ma V eleganza con la quale da Eulero è instituita > mi 
è sembrata degna di essere qui riferita , molto più che essa noa 
si trova negli Atti di alcuna Accademia , essendo soltanto com- 
parsa al Pubblico in un Tomo di aggiunte al Calcolo Integra- 
le di quel Geometra > stampato a Pietroburgo nel 1794, e che 
h essai raro . 

Proposta dunque V equazione 

ddy { i — mx^ ) — Jixdxdy — lydx^ = o^ si presentano subi- 
to due semplicissimi casi, nei ^juali T integrazione succede: il 
primo è quando Z s= o > ed il secondo quando h=^ m. 

Primo Gaso Z j= o^ 

la questo caso la nostra equazione diverrà 
;dfl[y( I — ma?') = hxdxdy , la quale, fatto xfy =jp<ia?-, à. 
trasforma in questa , dp ( i — mx* ) '=hpxdoB.^ ovvero 

^1 = Jl^'_ , il cui integrale ^ 

M>8P =^ — "~ ^^8 ( ' — ^* ) ^ togC: avremo in ^esta gnisa 



• • 



21» 

h^ 

C ( I — mx* ) == (^) , d* onde ricaveremo 

y = xjjfdx ( I -rr ma:* ) j 6 qui gioverà avvertire cbe que* 

«to .valore diverrà algebraico tutte le volte che ^ sarà un 

numero intero poekivo , ovvero ( indicando per i questo namero ) 

Tom. Ili D d 
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^ =a — a/Bi : egualmente si avrà un integrale algebraico t qnau- 
do si abbi» _ ^ = _ |, _ i.. _ i eo.. e quindi i = 

Secon.oo Caso h =i m. 

Itt questo caso la nostra cqnaziooe moltiplicata per ac^ , diviene 
»dy . ddy ( t •— mx* ) — amadarcfy* — alydydx* = o , che è 
integrabile da- se medesima > e si ha 
^^* ( i — mx' ) — ly^dx*^ = Crfjc* . Di qui si ricava 
dyV(i— mx" ) = da V ( G H- i[y* ) > © fatta, la separazione- 
delie variabili ,. ^ = ^ . 

v'( ! — »«•) V( e -*•/>•) 

Anche in questa forma sonovi dei casi ih cui T' integrale 
è algebraico ^ ed altri in cui ciò non accade . Per scoprirli fao 

eitimo ra = — «5* , Z = y% C = tf ,. onde avere '^I— = 

V(^tyV) ' ^^ ^^^ ^ integrale è- 

i.7o^ {«ar^ V' ( I Hr «V)} = ^log {yy ^ V'CrH- // )> 



— logùi^ e ripassando dai logaritmi ai numeri: 



y 



y^-t- v/((3* H^ yV ) = A {^x H- v^( t H- «'»*)} * 



Facciamo questo secondo inombro = V , e si avrai 
T — yy t= y/ [^^ H^^V )» e prendendo i quadrati 

jji: = ^^JZJ^Y ora essendo^ V = A ^ «^ h- V ( n* »* «* )3 * >- si 







%yy' = A {^#^0? -i- V ( I Hr «*^' )}* — -{««-i^v'Ci 



y 



^'^ )Ì 5 ove ^ =; C,. -^ = v^— ^> ed in conseguenza 



a. ' f» 
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iiutte le volte che per \/— avremo un numero razionale, T in- 

tegrale sarà algebraic© . 

Spiegato come sì integri V equazione proposta nei due prin- 
4:ipali calsi qui sopra considerati, insegna Eulero due strade per 
le quali si può giungere a trasformare la propoeta in un^ altra 
dello stesso genere , di modo che sempre jibhiasi ad int-egrare 
rxtL equazione di questa forma 

dcLY .{ i — mi}ù',) n— làxdxdY — CYda?* ^= ©., la quale am- 
mattendo risoluzione nei casi 3 s= m , G = o , nei medesimi 
x;asi la proposta equazione sarà risolubile . Eccoci ad espone 
innesti due metodi di j:rasformaziooe ^ 

TrASFOkMAZIONE DrEX PRIMO O.ROINE^ 

Ripresa Ticquazione 
ddy ( i — mx^ ) — hxdxdy — - lydx'' = o , si^pponiamo^j^ = 

(*),esarà(*) = (0),(^)=<g), 

la iiostra equazione dunque prenderà questa forma 

(S^) ( I - ^') -Ji'^dco (g) - ly (|p = o. ovver* 

d^v . ( I — mv* ) — hxdxd^v — Idx^'dv = . 

diascun termine di ^uest' ultima equazione ammette inie^ 
^razione ; si ha infatti 

fdx^dv =3 vdoé^ ^ fxdxdd'v s=3 xdxdv — vdx^ 

fd?v ( 1 -^ m^) = ddv ( i — roa?* ) H* 2mxdxdv — anwdx^^ 

Sommando insieme tutti questi integrali ^ k nostra equazio- 
ne sarà 



ddv{i — mx^')'*-{h — 2m)xdxdv — (Z — Ah- 2m)vdx^i=:zo^ 

la quale essendo esattamente simile alla proposta, diverrà iute- 
jgrabile ne^ due casi l — A H- 2/a = o ^ A == ^ot, ovvero tutte 
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le volte che sarà l =:^ k — am ^ o A = 3^ . 

Fatta in questi casi Y integrazione ^ si avrà v dato per or ^ 

e quindi la posizione ji =: ( ^ ) ci somministrerà il valore di y 
espresso in x y ì\ quale soddisfarà air equazione proposta . 

Continuando lo stesso andamento^ poniamo 1; =? (~) ,. e 

giacche per V operazione precedente le lettere h , l sonosi can- 
giate in h — 2772 > ? — & -t* aro ) così V equazione trasforma- 
ta si cangerà in 

ddv' ( I — mx^ ) — ( & — 477Z ) xdxdv^ — (^ — ^^ H- 4»z ) >^ 
vdx^ = o r che sarà integrabile se A. = 5^ , ovvero» 
J = 2A. — 6m . 

Trovati i valori per v% si avrà j^ = (^')^ cioè i diffc^ 

renziali secondi dello stesso v ci daranno y . Così se v' avrà: 
irn valore algebraico , tale lo avrà ancora y . 

Ripetendo la medesima sostituzione col porre v' ^z ( — )>, 
si avrà 
dd%/'{ I — ì7^*) — {h — 6m)xdxdv' — (? — jft -h 12:772) X 

'^''cfar* = o V equazione iutegrabile quando ft. = 7^ > Z= 

3^ — I2TO, e quindi ^ = (^) • 

Se dunque continueremo queste operazioni r giungeremo* 
sempre ad equazrioni trasformate della medesima forma ; e te- 
nsndo soltanto conto dei valori che in ciascuna trasformazione 
ricevono le lettere Zt , Z > si avrà la Tabella seguente 
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2 rj! 



OPERAZiaNl 



IL 

UE 

IT. 



277Z 



4772 

6m 



h -— 8/72 



2im 



l 



h 

2h 



2771 



òm 



l — 3^» H-^ t^TTt 



l — 4& 



207IL 



( 

( 
( 



:( 



(tv 



dx 
ddv' 



l — i& -^ r ( i -I- 1 ) za 



dtv" 



dx* 

d*v"' 



dx* 



) 
) 
) 
) 



^ d^ ■' 



Dalla quale si ricava die la proposta equazione ammette- 
rà la risoluzione tutte le volte che sarà h =: (ai '^ i } m ,, 
^ = f/r. — f ( r H* I ) 772 ave per i converrà prendere tutti i nn^ 
meri interi positivi ^ 

Trasforimazione dell'* altro ORDrNE 

IT metodo seguito procedeva per mezzo dei difFerenziali\ 
r attuale procede per mezzo degli integrali . Sia y = fzdx y e 
la proposta equazione diverrà 

dz ( 1 — TTix* ) — hxzdx — Idxfzdx = o t cbc differenziata ^ 
si riduce alla forma proposta 

ddz ( r — 7720?* ) — ( /t H- 2/^ ) xdxdz — ( ? H* & ) zdx" = o ^ 
la quale secondo i due casi principali è integrabile > quando 

J -h^ = O , A -h 277»= 772 , ovvero Z= h^ h =i 772. 

Fatte poi le integrazioni si avrà y z=:fzdx. 

Facendo nella stessa guisa z =/2i'da?y perverremo a quest'al- 
tra equazione 
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ddz ( I — nix* ) — ^h «^ ^wt ) atdxdz —-. ^ Z *f 2,h h- 

ftm') s^dfo' ==; o ) die ammette integrazione quando j^ «-f» 

/^m=^my .1 H- afe h* ara == o ., ovvero A = -r- 3??z , 2 = -^ 

afe — 97n . Trovati poi gli integrali > si avrà 

y = fdx fzdx ) che si ridace integrando per partì , a 

y =s xfz'dx — fz'xd» . 

Nella stessa gyisa poAendo z'=fz'dxy perverremo all' e- 
gaazione 

ddz" ( I — mx* ) -r— ( A -{- <5/a ) xdxdz" — ( Z -i- 3^ -V 
é/B ) a '<£«' = Q ) 'della qnale ne avremo V integrale quan- 
do Z *{- 3fe H- (ntt ss o , • quando A h- 6m =ì nit cioè 2 =:ìb 
-T- 3fe •— 6o2 1 fe =3 — 5in ) e ^a questi integrali si ricavei;* 
^ =ifdxfdxfz"dxi che può ridursi a questo 
y •=— X* fzdx — xfxzdx -i- —fx^zdx . 

iCoi^tinuando queste operazioni' giungeremo sempre ad .^ 
quazioni della stessa forma della proposta , ie quali avranno jpejr 
h fi per ,Z i vjilori che presenta l;i Tavola segnepte 
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ai5 



Operazioni 




^ 


y 


r. 


ìi — f* 2OT 


Z-h ^ 


fzdx 


IL 


& H- 4172 


Z H* aA -{• a»z 


fdxfzdx 


iir. 


h H* 6/71 


Z -*- 3JÌ H* 6/» 


fdxfdxfz'dx 


IV. 


AHt 8ot 


Z ^ 4^. H!> 1202 


fdxfdKfdxfz"'dx 


^ m 

z 




• 

ZH-zA.-t-i(r — i)ot 


fdxfdx...fz^'-'^dx 



Da questa Tabella si ricava che la proposta^ equazione 
ammette integraziorie quando Z= — ih — i{i — i ) /» ; A = 
— {^i — I ) « » indicando per i un numero intero e positivo. 

Queste fòrmule ci sono date dar quelle trovate sopra col 
fare in esse — i invece di f . 

Concluderemo dunque^cbe T equazione di/Ferenziale del se^ 
eondo ordine 

ddy ( » — TTza?* ) — Tixdxdy — lydx^ = o , è^ integrabile tutte 

le volte che 

( !*• ) l :=:ifi — f ( r -f* r ) 772 , eVVCTO^ 

( a*- ) • • . . . à = ( 31 -*• I ) 772 > indicando per i tutti i nume- 
ri interi positivi negativi che siano- • 

In queste due formule sono contenuti tutti i casi d^ inte- 
grabilità : quei che ci sono dati al ( §. ai 8 ) si ritrovano com- 
presi nella formula 1*: 

§. 219^ Andiamo^ adesso a parlare- delle- approssimazionr 
neir integrazione delle equazioni , il Moto esprimenti dei Cor- 
pi Celesti; e per spiegarci con mstggior facilità incominciere- 
mo dair applicare il metodo che siamo per esporre y ad un' e- 
f^uazione di prima ordine • 



• 
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Sia proposta T equazione 
(1?) = (i ^ ax) y essendo n nna quantità molto picooU^ 

Sapponìamo 

jf = Y -4- «Y' -4- «*Y" H-.^' Y'" «-+► ec. « ed avremo l' equazione 



dY\ . /</Y'x . W«nf'A . __ ir . v/ «TT" 



-h «a;Y H- y^Y' H- ec. 

dalla quale eguagliando a zero ì coefficienti delle respettiye |iOr 
tenze di « > avremo T equazioni 

(i)......(^)==Y 

(a) -(4r) = Y' H-^Y 

(3) (f^) = Y" H. «;T 

»ec* rCc« 

€li« ci serviranno alla determinazione di Y,Y',Y'' eo. Ba^te^ 
rà poi integrare completamente la prima , ed avere in seguito 
4elle funzioni qualunque , che soddisfacciano alle altre , giac^ 
x)hè dovendo il valore di y contenere una sola costante arbitrar 
ria, sarà sufficiente quella che si ritroverà ia Y. 

LV equazione (i ) integrata, ci dà Y = Ae*, A essendo u- 
na costante arbitraria; -e l'equazione (|2) diviene allora 

(£') = Yh- Aa;e^. 

Al §. 97 abbiamo assegnato T integrale deir equazione 
A> ^ (g) = X , ed è 

j' = — ^ /e Kd^c : se dunque paragoniamo la nostra 



equazione con questa > avremo 

m 

Y' = e'fkxdx = -^ e' *?' , .e 1' equazione ( 3 ) diventerà 
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sjT'^" ) := Y" -i- J!>^€'x* , il cui doiegcalq .àacà 
y s=3 A-e'x* f 'e cosi di -scìgiiito- 

2*4 

.Saia pertanto 

••' ^9 2.4 .2.4.0 -' 

iacciamo a?* = — t* , si avrà 

y = A ( cos t — y — 1 seni) { i — j «** H- ^ *^»' — 
— i— «' t* H- «e ì- , che è una funzione *33elV arco t^ « del 

a. 4.6 •' 

ieno e coseno 'dello stesso rarco • 

Veniamo ora aU* equazione tlel secondo «ordine 
;(li?? ) ^ y -4- «OT^ .cos 33? = o , csseudo et una quantità picco- 

lissima , e cerchiamone l' integrale sino alla potenza ** . Sap- 
ponendo 
■y = Y H- «Y' H- a'Y" e sostituendo-, avremo le tre 'equazioni 

(0 (-S^)H-Y=o 



(a) (^') -♦» Y' H- toY cos aa? = -o 

(3) ••'••• (S") "*" ^" "*" '^^' *^ 2* = ° » 

'le quali basteranno per la determinazione di Y,Y', Y"« 

i' integrale dell' equazione ( i ) è 
^ = p senx -4- qcosxy nel quale jp e q rappresentano xlii© 

costanti arbitrarie; sostituendo •dunque questo valore nell'-equa- 

zione (a) » ?si -cangerà in quest' altra 

( éf^) ^ Y' H- mpsen x cos a* «i- wg co» a; cos a« = o . 



dx 

Ora svolgendo i prodotti di seni e coseni in seni e tjoseni 
semplici , per mezzo delle forranle 

Tom. IH. E e 



N 
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cos ax cos bx =s . JL cos {a -ri- b)x -^*~ cos (a — & ) a? » 
sen ax cos bx = — sen (aH-6)xH-4 ^^'^ i^ — ^ ) « »" 
eos a* sen bx=s J- «e» (a-4rò)^ ~ sen (a — b)x , 

5e72 ajc sen bx =i — ~ cos\ a H- & ) ^" H- — cos (a — & ) -v , 
avrema 

"■•* ^ *' 2 2 

Ora cercando 1* integrale dell* equazione 

i^i) H- a*y z= X, àbbiam trovata ( noi tralasciamo le costao- 
ti arbitrarie , poiché sono snfficienti quelle contenute in Y ) 
y = *112ircos ax . Xdx — 'J^f^fsen ax . Xdx v 

dunque > facendo a = i , 

X = ? 5e/7.tr — ^CQS x — '^ sen zx — '^cos ^x , si avrtt 



a 



5e/2 xf-^cos X seri x — cas x seri 31^"^ dx 
^ sen x/'^cos x^ h- co^-jc cos ^^ d-v 
cos X /^senx sen ^x — sen x^ y dx 



IHp 
2 



m^'^ cos x/fsen x cos x •+• seri x cos gx y dx . 

li integrazioni che rìohiede Y' ^ ponna ottenersi o per mcz-- 
20 delle regole date al Capitolo IV , onde avere gli integrali 
dei prodotti dei seni e coseni > oppure con lo sviluppare questi 
stessi prodotti in seni e coseni semplici y e farne in seguito le 
integrazioni ; ncir uno e nell' altro caso troveremo per Y' un' e- 
spressione , la quale conterrà dei termini , ove si troveranno i 
prodotti dei. seni e coseni y ma che potremo > quflndo ci piaccia y 
ridurre a sol contenere i seni e coseni degli archi multipli , non 
mai moltiplicati tra loro ^ e . ciò per mezzo delle formule che 
ho qui ^opra riferite . 



/ 
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Per quanto non vi sia alcuna difficoltà per avere Y inte- 
-grale o valore di.Y' sotto qnest' ultima forma, pure il calcar- 
lo \ benché facile , è però sì Inngo e tedioso , che preferisco 
nn artifizio di Analisi impiegato dal Sig- La -Place, onde giun- 
gere allo stesso risultato . 

§. ano. Riprendiamo per questo V equazione 

e rappresentiamo per A^ sen x h* Bx cos x la part« di Y' che 
corrisponde ai termini — ^ sen a: h- — cos a? ; A 5 B essendo 

8 2 

dei coefficienti costanti , che bisogna determinare . Noi avremo 
in questa supposizione Y equazione 

-a A cos X — Ax €en x — aB sen x — Ba? cos x H- Ax sen x 






Bx cos X — ^ sen jx H- — cos a? = o , che ci dà A = 
— ^ , B = — :!?^ . Quanto ai termini ^ sen 337 , ^ cos 3» , 

a»2 a«a, 2 a 

osservo che generalmente parlando se si incontra neir equazio- 
ne differenziale in Y' il termine 



K sen ( ftx H* e ) , ovvero K ce» ([ix ^ e) y.e se si rappresmi- 
ta per M sen ( ìxat h- ^ ) > ovvero M cos {[ix ^ e) Ì3, parte di 
Y' che vi corrisponde , si avrà M = J^ j dalchè se ne rioa- 

va che i termini ^ sen gx , ^ cos 30? producono nell' espies- 

m 2 

fiione diV' la quantità 

^ sen ^x -^^ cos 3» ; il valore pertanto di T s^rà 

T z^—^xsenx — ^xcosx 

4 4 

"** ^ *^'* 3*? H- ^ cos 30? . 
L'equazione (s)^ sostituendovi questo Valore > diventa 
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\ (^') H. Y" -I. (I!^a? H-^) 5e/2 ar - (5^0? -.^)cosx~ 

V ^? X . 56/2 3x — ^ a; c(W 30? -^ ~sen 537 h* — C05 50: . 

Y ^Rappresentiamo per 

(2^* ^h B^ ) ^en X ^h ( Cx^ -4* Dx) cos x 

la paTte dell' espressione di y che corrisponde ai due termini 

(f^f a?^ '^)senxr — (^ a? — !?If ) cosa?, 

^8 32- ' ^ 8 3i ^ 

e fatta V opportuna sostituzione nell* equazione differenziale,, il 
paragone dei termini simili ci darà 

«V . -n 3^*t . n ^*f ' D — 35V . 

33 ' 04 33 04 



se si rappresenta in seguito per 

( Mar H- N ) sen ^x -H ( ^o; H- Q ) cos 30; 

la pane di Y" chfr corrisponde ai termini 

>_ ^ a; scn^ 30? , e — - -^> cos sx , si trovìerà 

M - - =;^. N - =^. p = - ^ . Q = - '^'- 

Finalmente la parte di Y" corrispondente ai terminii 
^ sen sa; e '^^>os 5^? r sarà -^ se/z sa; H- f^^ cos 5* »• 
di mòdo éhe il valore- intero di Y" , sarà 



= JUL {px^ — f qx}sen * —h -^ { 5*' -+* TÌ>«} ^^^ 

^^se«s^ -K 9 cos sa;. 

EiBueodo dunque i valori di Y , Y' , Y" , avremo» 



\ 
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aai 



^ 



H- g cos » H- { ^ sen 3* H- ^ cos 3* - ^ « ««'^ « 
-2-pa?) cos X — 



p senx 



^ 5 ) C05 3^? 



— (^qx — ^p ) «e»^ 3ir. - 
^ sen 5«H-^;^ COSSI»).', 



^(P* 



268 ^^ ' 7<5« 

«he sarà il valore appressi mafo di y spingendo 1* approssimazio- 
ne sino alle potenze seconde inclusive di à. 

Ordimnda questa, stessa espressione sepondo i seni e cose- 
ni y. si ha 



S 






.(._3^)«H. 



= {/'-- 

-^ ìf (i» ( > -*- ^) - T *) **" ^* 



senx 



cos x; 



t^s, 






,S'^* 






COS 5 vie; 



Sì vede come dovremmo- regolarci per spingere V appros-^ 
simazione alle potenze superiori. 

§. lai. L' equazione molto più generale 



s^ .\ 






<Cy 



XH-a^C*,^) 



può integrarsi eoa la stesso metodo. 
Facciamo .infatti ^ 
c= Y H- «Y'^ H- » Y" -l- »' Y'" H- ec. , ed avremo 



<rY 






1 / rf*Y"' 



•■(t?- >•*<"=• 



J «.««'//• 



=X-^«^(*>Y)-4- 



-«*Y- «a^Y' - «'a'Y" - «aY'^ - ec. 

t.* ( Y h-«Y; -. ec.) C-g> -». ^'C Y' -^ -T -. ec.)' (g) -^ ce. , 



\ 



\ 



V 
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Se ora eguagliamo tra loro i coefBcienti delle respetti ve 
potenze di x si troveranno V eqnazioni 

(1) C^)-«'Y =X. 

{3)..-..(^)-ù-Y"=r(g), 

(4) (;^')-a'Y- = r'(g)-t.i.Y-(^). 

€C. fie- 

li secondo membro dell' equazione (a) è una funzione di 
X 5 da che sarà Y dato dair equazione ( i ) : il secondo mem- 
bro deir equazione (3) è una fun2>ione di a: , da che le equa- 
zioni ( i^) 1 ( 3 ) ci avrauno dato Y , Y% e così di seguito . 

Il metodo generale da noi spiegato si applica ancora all' in- 
tegrazione per approssimazione dell' equazione lineare di un or- 

dine qualunque u 

<}^y -ir b {p ^ qx) {^£) ^ e {p -{^ qxy ifj) H- ...... H- 

m{p ^ qx) (^) = X H- «^ (a? ^y) essendo a^b ^c ec., 

m ^p ^q quantità costanti : X funzione di a;, e ^ {x ^y) fun- 
zione di 07 e di j^ • 

Facendo j^ == Y H- »Y' h- a*Y'' h- ec. , si hanno per deter- 
minare Y , Y' ec. , altrettante equazioni della forma della pro- 
posta 9 ma mutilata nel secondo membro del termine »p{x^y). 
Ponno dunque aversi i valori di quei coefficienti indeterminati 
per meìzo deir integrazioni spiegate al §. 105. 

§. 322. Se noi poniamo mente a quanto abbiamo detto ai 
§§. 219,220, concluderemo che nella formula generale 

^ = Y H- «V H- f8*Y" -f* ec. , la quale serve d* integrale all' e- 



qaazione 

(^*^)_».a7 = X H-«?'(a;,^), i coefficienti Y,Y',Y" ec:, 



dx' 
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sono tante funzioni deir arco x y dei seni e coseni dello stesso 
arco 5 e dei seni e coseni dei suoi multipli ao; > 3c'v ce. • Snppp- 
niamo che questo valore di y si ordini secondo le potenze di 
X : è manifesto che ei prenderà la forma seguente 

j. = P H- Po? -h PV H- F"ic' ^ ec- ; P , F , P' ec. essendo 

funzioni di seni , coseni di a: e dei suoi multipli . Ora acca- 
de talvolta in Astronomia che ci abbisogni eliminare dal valo- 
re di y Y arco x , e ridurre questo valore ad esser solo fun- 
zione di seni e coseni . Per esempio neir espressione del rag- 
gio vettore dell' Orbita dei Pianeti ^ che V integrazione delF e- 
quazionc da cui dipende ci somministra , si trovano dei .termi- 
ni , i quali non racchiudono solamente dei seni e coseni dell^ an- 
golo percorso , o dell' angolo proporzionale al tempo , ma an- 
cora r angolo stesso ; ora se questi termini dovessero entrare 
nel valore del raggio vettore , ne seguirebbe che questo raggio 
potrebbe aumentare air infinito, ciò che sarebbe contrario all'os- 
servazioni ; bisogna dunque che le potenze deir arco vi entri- 
no in maniera, che esse nel loro insieme siano eguali a dei se- 
ni e coseni , e quindi Y espressione del raggio possa barattarsi 
in un' altra che non contenga in modo alcuno Io stesso arco ; 
allora col crescere dell' angolo -aumenterà sino ad un certo li- 
mite il raggio; quindi scemerà per aumentare di nuovo ec Onde 
ottenere simili trasformazioni , seguirò l' elegantissimo metodo del 
Sig, La -Grange, da lui data negli Atti di Berlino del 1783. 
Sia proposta un' equazione differenziale di un ordine qua- 
lunque n tra le variabili y ^ Xy mentre x non vi entri sotto Ur 
na ft)rma algebraica : supponiamo che Y integrale completo sia 

y = P H- P'x -+ FV H- co, r essendo P , F , F' ec , funzioni 

di X in seni , coseni ed esponenziali, e di un numero n di co- 
stanti arbitrarie a ^ b y e ec. , in modo che le differenze di que- 
ste funzioni ^elati^^amente ad x non contengano già mai questa 
variabile sotto una forma algebraica . QnestMntegrale può esse- 
re o rigoroso o semplicemente approssimato, purché in quest'ul- 
timo caso egli soddisfaccia all' equazione differenziale senza che 
sia necessario sviluppare in serie le sue funzioni trascendentK 
Differenziando successivamente n volte quest'integrale, si avrà 



V 



\ 
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(ii) = (£) -*- P' -^- {(£)-*• ^p-} »-^ {(^') -*- 



ce. 



. 3V } «' -t 

,6P" ")> a; H- «e. 



16C. <ec. 



e questi valori di y ^ ( J^ ) > ( ?4 ) ®^- > ( 7-^ ) soddisfaranno air^c- 



quazione differenziale, qualonque siano d' altr'onde i valori del- 
le costanti ayb 'iC ec. 

Ora siccome ia stessa equazione non contiene .r sotto una 
forma algebraica 9 €Overrà che nella sostituzione dei valori pre- 
cedenti , i termini i quali si troveranno moltiplicati per le di- 
verse potenze di Xy spariscano da se medesin^ì ; dunqne anche 
i ptimi termini ài questi valori , i quali non sono moltiplicati 
per X , e non contengono .x sotto una forma algebraica , do- 
vranno soddisfare soli alla medesima equazione: dunque essa .«a- 
rà soddisfatta da questi valori. 

/ 

«e- ^ «C. 

Siccome poi le quantità a, 6.^ e ec. , che entrano in qtm- 
srì valori , restano indeterminate , esse potranno esservi supposte 
costanti o variabili a piacere . Supponendole costanti , i valori 
di cui si tratta, non ponno sussistere insieme > poiché quello di 

(^) non è la differenziale di quello di j , e Io stesso si dica 

degli altri; ma rendendo le medesime quantità a^h^e ec, va- 
riabili possiam soddisfare a queste condizioni . Per questo bacerà 
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fare in modo che la differenziale di j-, facendovi tutto Taria- 
re , sia eguale al valore di (j^)dx qui isopra trovato i che la 



dx 



differenziale del valore di {^)^ iacendovi tutto variare, 5ia 
eguale al valore^di {j^)dx^ e così di seguito sino alla Tdìffe- 

:renziale di ( j^^^), che dovrà iBguagliare il valorosi {~)dx. 

Bicavererno di qui nn numero nd^ equazioni di condizione, che 
basteranno in conseguenza a determinare le n arbitrarie a^b^c ce. 
divenute variabili ; sarà allora ;y = P T integrale dell' equazio- 
ne «differenziale proposta » L' equazioni di condizione saranno 
,vdunque 



y}dx. 



•d(g)= (£r)<ix . (£t)(g)d, . (^) (»)d« ^ ec 



dx 



dxda^ ^dx^ ^dxdb^ ^dx 




((:0)-''(S)-''P">''* 



/ec. 



•ec. 



re così di seguito . Scancellando ora i termini «he si distruggo^ 
:no in queste equazioni , esse divengono 



(f) (j)''* 



(s)(f')'i«H.«c. 



Vdx 



((|^)-^<f):>(S)<'«H.{(£L)H.{S!)>(^,)d»H.ec. 

== \ ( ^ ) "^ '^ / d« ^ e così tJi seguito . 



Tom.. IH. 



Ff 
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§. Q^^. Gensiderando la forma delle precedenti equazioui ^ 
e come esse derivana dall' integrale 



= (P.f2P''XH. 



j^ ==r P -t- xP' H* x'V H* x'V -^ ec. , 

vedremo che per trovarle basta i*". Eguagliare ?a differenzia- 
le deir integrale, presa facendo variare soltanto le costanti a, 
6, e ec , alla differenziale della stessa integrale, presa facen- 
do solo variare Y arco del cerchio x : 2*". Differenziare succes- 
sivamente quest* equazione n — i volte , facenda variare x per 
tutto e riguardando a yb ^ e ec , come costanti : 3*". Scancella- 
re per tutto i termini moltiplicati per T arco del cerchio x e 
le sue potenze i cosi avrem subito 

^V-'x' -*. ec. )dx: 
-f ec; 

In seguito 

\^ dxda ^ ^ da ' '-^ dxda ' ^ da ' ^ i ^ ix' 

{(^) H. aP" H- [a (^) -^. óP'"] a; h- ec} dxi i 
H- ec. 

\^dx*da^ ^dxd*' ^4»^ J^dx' 

^ /r-i^V-4- a f-^) -h a (^) -f ec.} (^*)c£a? 

V.^</*'^^ ^dxdb' ^ db ^ . J ^i*'' 

4(f)-^6r,-fec.}d:cr 

H- ec*. 

____ ^_ 

e cosi di seguito sino all' n — i differenziale . \ 




i 



CALCOLO INTEfiRALP GJit- Vili. 227 

ScaEcellaudo ora i termini raoltiplicati per ce , 1' integrale 
si ridurrà a y = P , e si avranno per la determinazione delle 
quantità a^b ,c ec. 1* equazioni 

^ da* ^dx^ ^ db* ^dx' 

• • • ' 

€ COSÌ di seguito, il numero dell* equazioni ^essendo eguale^ all' ia- 
dice deir ordine dell' equazione differenziale . 

Allorché quest'equazione non è che <iel primo' ordine, ba- 
sterà neir integrale aver riguardo al termine che contiene lar 
prima potenza dell' arco x\ poiché la prima equazione di con- 
dizione non dipeade che dalle quantità P , P ; allorché V equa- 
zione differenziale sarà del secondo ordine , bisognerà aver an- 
che 1 iguardo al termine dell' integrale moltiplicato per a;* , poi- 
ché la seconda equazione di condizione dipende ancora dalla 
quantità P'% e cosi ili seguito. 

Rendiamo pili chiare queste Teorìe con rai' esempio • 

L' integrale dell' equazione 

{j^) ^ y ^ A^y <^os 30? = o da noi assegnato al (aao) , è 



p sen 0? -+ 2 cos a?, h* ^ p sen 33C wj. f^ ^ cos 3» 



{— q sen x -^ —p cos x) x y quando non si spinga V ap- 

prossimazione al di là della prima potenza di oc . Quest* integra- 
le contiene, come si vede, I' arco di circolo or, mentre quest'ar- 
co non si ritrova nell' equazione differenziale . Per eliminarlo 
faremo uso del metodo qui sopra spiegato: sarà in conseguenza 

= p sen X ^ q cos x h- ^psen ^x -f- ~ j cos ^x ' 



/ 
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— •( g sen x ^ p cos x\ ^ 



( 
( 
C 
( 
( 
( 



d? 



d? 



d*r 



dxdp 



dxdq 

d?' 
di 

df' 



(- 



d^ 



dx. 



sen X 



Al* 



o-m 



sen sx ,. 



COS OC: «4- -j cos 3» , 



coi a: H-^ cos ^x ,, 



{ sen X 



3«>» 
l6 



5e/z 



3»)». 



oitn 



dm 



sen X ,, 



cos X' ^ 



— 5 C05 a? H- — p sen x ,, 



e le equazioni per determinare- p; e q y saranno. 

dp sen X h* dq cos x h* « { ^ dp sen 3» H- ^ 6^2005,3^^^ 



dp^ cos X. — dq sen a? -^ « -f 5^ c(p cós 3* 
^ dq sen 3» — — p sen xj dac. = 



— do cos X. 
4 ^ 



<^I9 



COS X 



— p sen 

4 ^ 



x^ dx . 



^hx 



tfihx' 



Se noi supponiamo p = e ^ 5= Ae essendo» A ^i^d ac- 
costanti arbitrarie da determinarsi , e trascuriamo in quelle e- 
quazioni i termini che risulterebbero» moltiplicati per cl , diver- 
ranno esse 



dp sen X ^ dq cos a; = — 

dp cos X — . dq sen x. === — 
che,^i riducono a quest' altre 



— ^ 5 sen X: H-p cos x J dx 



^ ^ qcos or — p sen x y dx 
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dp =^ — — qdx , dq = — — pdx •. 

Sostituiamo per p e q ì supposti valori r C' troveremo^ 



= =t — ,; A= =T. r, quindi 

X: X' 

= e "* V 2= — ^ * y OTverO' 

am ^m 

— — X- — X' 

p z=z e ^ y q z=: e * .Se moltiplichiamo i primi? valori di 

p e di gr per una. costante arbitrariiji B;. ed i secondi per un* air 
tra: B' , soddisfaranno a quelle due equazioni anche p = 

~X X' * ^ T"* 

Be ^ , 2 = — Be ^ > ovvero p = B e ^ , g = B'e ; 

ed essendo le dette equazioni, lineari 9. soddisfàraùao anche ad 
esse queste due espressioni 



Afir Al»/ 

X: *' 

4 . Tl'^. 4 



p;= Be^ H- B'e 



r 



*' X' 



5 = — Be ^ -h B'e ^ . Per questo ' .rodotte due 

nuove* costanti, arbitrarie- B.^B' > e sarà 

y= p sen «.-H- qcosx H-5J'p sen^x ^~ q cos 3« 

m 

purché per p e q pongansi' i ritrovati valori j quest' integrale non 
conterrà più V arco x sotto forma algebraica . 

§\ 224. Il metodo spiegato qui sopra tanto» per integrare u- 
na^ equazione diiférenziale del secondo ordine , quanto per eli- 
minare' dair integrale gli archi di cerchio ,. può estendersi alla 
riberca dei: valori di un numero qualunque di quantità funzio- 
ni di una variabile , tra le quali sussistano un numero; eguale 
di; equazioni difféi-enziali del secondo ordine . 

Siano a; ,j^ , z tre funzioni incognite di una quarta varia- 
làile t > ed abbiansi qyeste tre equazioni 



\ 



\ 



3J0 MAT'EMATI.GA SÌ7BL1M£ 

(0) H- &> = M^ ^ «N' 

(^) H- c'a = M" -». «N" 

nelle quali M , M% ])(['' «oqq faozioni razionali ^d intere dei 
seni e coseni deir arco ti ed N , N' , N'' funzioni degli stessi 
seni e coseni e delle variabili x^y^z combinate in qualunque 
modo tra loro . Sapponiamo 

ar = P H- «F H- «*P" H- ee. 
^ == Q H- «(? H- «*Q'' H- ec. 
2i €= R -f. tfR' -;}- fls*R'' H- ec. 

JSe .noi indichiamo ora per 

^S H- »S\^ ec. , «T H- «^T' H- ec i «V h* /"T' -f ca 

ciò che divengono le quantità «N , aN' , «N" , allorché vi so- 
ttituiamo i supposti valori di x ^^ ^ Hi otterremo questa equa- 
zione 

la quale ci d^ 
(^) -». al- = M, 

(f ) H- «'F = S, 

ec. 

Nella stessa gaisa troverecao 

(#)-*-«'Q =M', 

ec. 




M H» «S H- »S' -i- ec. , 
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d*R 



ec. 

Così »i ayranno i coefficienti P , P^ ec. , Q , Q' ec. , R , R' ec. , 

che entrano nei termini componenti i valori approssimati di 

Per esempio-. Ptoposte le due equazioni 
(--^)-|-aa? = c sen t ^ »y 

(5^) -^ b*y = e cosi -^ ttx 

si potrebbero avere i valori di a; e di y espressi in nna serie 
ordinata per le potenze della qaantìtà » : facendo infatti 

iv = P H- «P' -4. «'P" H- ee. 



j> = Q -4. aQ' -i- «*Q -f» ec; 

si troverebbero per la determinazione dei coefficienti PyF,P"ec.y 
Q } Q' y Q" ec. , le seguenti equazioni 

(^)H-fl'P ^Gsenty 
{*^y^ 5'Q =s cco«ft 

(^')H.i*Q' = P, 

Je quali si potrebbero integrare per mezzo delle dottrine spie- 
gate nel Gap. IV. 

Quando pòi nelle espressioni trovate si incontrassero archi 
di circola > questi si eliniinereId)ero come abbiamo insegnato ai 
f§. antecedenti . 

§. 225. Quando una delle costanti arbitrarie fosse nnita alla 
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variabile Tapprcsentante r.areo di cerchio, si avesse cioè 
j' = P H- F ( ^ H- A ) rh P' ice H- Ay ^ ec. 

allora per il successo .deiricliminazione degli archi di circol-0 
converrebbe procurare idi itrasforinare questa serie in un' altra , 
la quale non avesse la .costante A in questa situazione ; senza 
urna tale avvertenza., il calcolo fatto per T celirainazione degli 
archi ci porterebbe alla stessa serie 

y = P -^ P' ( a; H- A ) H- cct »€ome è facile verificare • 

Allorché poi V equazione differenziale contiene essa mede* 
sima degli archi di circolo, sembra che V integrale dovrebbe con- 
tenerne necessariamente . Vi sono frattanto .dei casi nei quali 
questa conclusione sarebbe falsa , e perciò molto interessa ave- 
re il metodo di farli sparire «dagli integrali di questa sorte ;d\e« 
quaziorii differenzia;li . 

Data un^ equazione diflferenziale di un ordine qualunque n 
tra y ed x , nella quale x entra sotto la forma algebraica , [>o- 
treni sempre dedurne un' altra dell' ordine /z h- i che non con- 
tenga alcuna funzione algebraica di x : basterà per questo eli- 
minare la X da queste funzioni i>er mezzo della, proposta e del- 
la sua differenziale . Il risTiltato (fi quest'eliminazione sarà iin',e- 
quazione ilifferenziale dell'ordine ;z H- i i che noi potremo con- 
siderare come y equazione .data e quindi applicarvi il .metodo 
esposto .. 

Ma senza cercare questa nuova equazione , baserà riflet- 
tere cbe neir equazione .differenziale della proposta le funzioni 
algebraiche di x non ponno avere origine che da quelle <della 
medesima specie, Je quali si trovano cella proposta stessa (a). 
Così eliminando la x dalle funzioni algebraiche con Y ajuto 
dell' equazione proposta e della ^ua differeuziale > otterremo lo 
stesso risultato come se in queste funzioni fosse a? h- ^ in luogo 



(a) Imperocché «oi 'SuppoDiamo sempre che 1 imegrAle non .contenga 
fanzioai trascendenti di x ^ le qnali possano darne delle algebraiche per la 
difTcrenziaziooe ; dakhè ne segue , <;he neppnre nelf equazione diSèrenzialQ 
proposta ponno trovarsi funzioni di tal fatta * giacché questo non sareb- 
bero originate che da quelle dell' integrale suddetto. 



^ 



/ 



.> 
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éi X jh essendo una costante qualunque ; d' onde ne segue che 
cangiando neir equazione differenziale la x delle funzioni alge- 
braiche in a? H* À , si avrà un^ equazione ^ che sarà V integra- 
le completo di quella dell' ordine n -h i senza funzioni alge- 
Lraiche , h essendo la eostante arbitraria. 11 valore di y ^ il 
quale soddisfarà alla proposta , dopo la sostituzione di cui si trat- 
ta 9 sarà anche V integrale finito e completo di quella che non 
avrebbe contenuto alcuna funzione algebraica di x^ essendo A> 
a yb^c ec. , le costanti arbitrarie . 

Mentre dunque V arco x entrerà neir equazione differen-. 
ziale di a? e di j^ , e vorrà eliminarsi quest' arco dalF espres- 
sione completa di y^ bisognerà cominciare a sostituire nelle fun- 
zioni algebraiche di x dell* equazione differenziale x H- h per 
X i ne cercheremo in seguito Y integrale con i metodi ordìna- 
t] y procurando che la costante h entri anche nelle funzioni tra- 
sccadenti , le quali moltiplicano le potenze di x: infine fare- 
mo sopra questo integrale quantp prescrive la regola del §. 223 
facendo variare le' costanti arbilrarie ^ , a ,^^ e ec. ^ e suppo- 
nendo che r equazione differenzile che vi corrisponde sia di 
un ordine maggiore di uri* unità ai cjjiello della proposta . 

Per esempio . Sia proposta V equazione 

(^) = (i ^^ 2Mx)V{i — y)> il cui integrale completo e- 

satto h y = jsen (ar^^oj^^C)-, C essendocela costante ar- 
bitraria . 

Supponendo al solito rappresentata da « una frazione 'pic-% 
eolissima , cerchiamone V integrale .approssimato , spingendo Y ap- 
prossimazione sino alle potenze seconde di m esclusive . Sia per- 
tanto j = P H- «P' j ed avremo 



4x ' ^ dx 



a«){(i - p'f - 7if!:-pT-,«} = v(i - P-) 

P'» H- a» v' ( I — !**)•«> quindi 



V(i-P*) 

(g).= v^(i _p^), 

Tom. 111. G g 




/ 

/ 
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d?' 



lotegrando queste dae equazioni > si trova 
P =3 sen ( a? H- a ) > P' = ae'cos ( « -4- a ) 
esscnHo a la costante arbitraria ; sarà dunque 



y t= «e/R ( a? vH* « ) ^ «a?' cos {x^ H- a} 

V integrale approssimata. 

Ora qncst' integrale contiene V arco di cerchio x sotto for- 
ma algebraica; converrà dunque eliminarlo» onde Qon vi si tro-* 
vino che trascendenti . 

Secondo ciò che abbiam detto qui sopra ^ poniamo or h* A. 
invece di x néìV equazione proposta : essa diverrà allora 

(~ ) = ( I ^ ^cth -^ a»a? ) \/( r — /*)> la quale a trasforma in 

(^) = (ot --f. 2»x)y/^{i — y)j facendo t ^ 2oLh = m. 

L' integrale poi approssimato di qnest' equazione sarà ^ o^ 
perando come qui sopra 

y = sen ( mx H* « ) H* clx^cos ( mx -h» a ) h- ec. in cui si tro^ 

vana due costanti arbitrarie nt'^a. 

Questo valore di y possiamo considerarlo come V integra- 
le com^pleto approssimato di un* equazione dìtFerenziale del se- 
condo ordine > la quale non contiene funzioni algebraiche dell' ar- 
co a: , mentre d*^ altr' onde contiene esso questo arco medesimo. 
Determiniamo le dite costanti m ed a /secondo la regola del §L 
S33> ed otterremo allora reliminazione di queirarco dall' integrale. 

Secondo la stessa regola , paragonando il nostro valore di 
y con quello che è ivi supposto ^ avremo 

P = sen ( 7Z?jt H- a ) > K = o , P'' = « cos ( mx ^ a ) > 

b =^ m y db =z dm 9 e quindi V equazioni 

€os ( 7720? H^ a) .da ^ cos ( mx h* cz ) . xdm ±=i o 

— sen ( mx h- a) .m . da — sen ( mx -t- a ) . mx . dm 
cos ( mx -ho) dm =s s» cos {mx -■{* a).dx^ 



/ 
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chfi 81 rìdacono alle due più semplici 

da H* ^dm = o > — 2»dx ^ dm = ; 



Avremo dunque m = 2«a? h- A'^ a = — «a?* h- A ^ essendo 
A' > A due nuove costanti arbitrarie , e quindi y = sen{A'jx h- 
4107^ H* A) sarà Y integrale approssimato 9 da cui sonosi elimi- 
nati gli archi di circolo . Delle due indeterminate A^ j A una 
gola A è arbitrslria y e V altra dee prendersi eguale all' unità ^ 
come si ricava dalla sostituzione del valore di y nella proposta. 

Né faccia sorpresa che un integrale semplicemente appros- 
simato abbia dato Y integrale esatto 9 poiché se avessimo conti"» 
nuato Y approssimazione , non avremmo trovato che dei termi- 
ni moltiplicati per ,x^ , x^ ee. ^ e per cotiseguenza niente questi 
avrebbero aggiunto ai valori di quelle due costanti m ^a . 

Chi brama una maggiore astensione in queste dottrine , con- 
sulti la sopra citata Memoria del Sig. La - Grange > ed un' al- 
tra del Sig. La -Place del 1777. 

§. 236. Alle equazioni differenziali di secondo ordine può* 
estendersi il metodo d* integrazione dato per quelle del . primo 
al §. 192. Bappresentiamo inlatti per 

(^) = V(x yy y{^)) nn* equazione qualunque del secondo 

ordine , e supponiamo che Y integrale completo di essa sia y =3 
fCx^ayb) essendo a^b le due costanti arbitrarie . Dando ad 
a un valore particolare = A , ed alla b uu valore particola- 
re "= Z , «ara y{x ^hyl) un valore particolare di y , che rap- 
presenteremo per p 9 e che supporremo conosciuto io una ma^ 
niera qualunque . 

Facciamo frattanto a ==: h ^ i^ b =^ l ^ e^ e sviluppia- 
mo la funzione /{x^h^^iy Zn-e) in serie ascendente se- 
condo le potenze ed i prodotti di z , e di e ; il primo termi- 
ne «ara /( a? 9 A > Z ) =: P) e gli altri termini avranno la forma 



qi H- T^i -H ce. 
q'e H- Tei -H co. 
H- r'e* —H ec7 
q^r^q yv ec. ) essendo altrettante funzioni di x . 



r 
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Se qnest' espressione di y si sostituisce neir equazione del 
secondo ordine > converrà che essa si verifichi indipendentemen- 
te dalle costanti i , e , le quali debbono dimorare arbitrarie i 
dunque neli' equazione 

(£4)--i(0)-eol _C«,p-.2 +eo.,{*)^«(^)^ec. 




sviluppando il secondo membro per le potenze ed i prodotti 
delle costanti arbitrarie £9 e,, ed osservando che 

( j^) = F £^ > jP > ( j^)^ > ^^ paragone dei termini > i quali con- 
tengono le stesse dimensioni di quelle costanti y ci darà le e- 
quazioni differenziali necessarie per la determinazione dei coef- 
ficienti 2 , g ec. > T^r ^ r ec. Infatti . facendo 



uì == zg H* ec^ 
Hr- eq ^ ec > 

a = f(^)H^ec. 

^ dx ' 

e(^) H* ec. t qnel secondo^ membro diverrà 
= F(a; ,p H^ uj, (g) H^ 0) = F(a:,p> (£)) H- w(^) ^ec. 

•f fatto avendo p' = (^) J ; quindi 

(0) = 2(.^)-*-(f)-(S)^ . 

zioni basterà trovare degli integrali particolari . 

§. 227. Riguardo alle equazioni differenziali degli ordini 
superiori , non si hanno regole d^ integrazione che per certi ca- 
si particolari , e di questi abbiamo parlato nel Gap. IV , e nel 
principio del Gap. VII . Perciò io non mi trattengo a disoor- 



\ 
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reme (a) . Soggiungo soltanto relativamente alle equazioni dif- 
ferenziali del secondo ordine , che considerate Geometrica men- 
te esse ci rappresentano una proprietà del raggio di curvatu- 
ra . Infatti contenendosi nella formula esprimente q[uesto raggio, 

la quantità (/^) r potrà essa eliminarsi per mezzo di una e- 

quazione proposta > e trovarsi il raggio R dato per Xjy%{^): 

avremo in questa maniera il rapporto tra il raggio dì curvatu- 
ra , r ascissa , X ordinata e la tangente del punto cui quello 
conviene: anzi generalmente parlando ^ una data equazione dif- 
ferenziale del secondo ordine ci somministrerà la relazione che 
una quantità appartenente ad una proprietà di contatto del se- 
condo ordine , o una proprietà qualunque Geometrica o Mec- 
canica espressa per mezzo dei difieren;^iali secondi > ha* con l'a- 
scissa 9 r ordinata e la tangente corrispondenti allo- stesso punto . 
Verrà occasione in seguito di tornare sopra queste coasi- 
derazioni • 



(a) A qaefita proposito ponno i Lettori consaltare 1' filtìma Seziona 
dell» seoondft parte del Calcolo Integrale d* Enier. 
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GAP. IX 

Integrazùans delle Equazioni 
a più Variobill . 



tmtmm^mmm^m^^^^mm^^ 



$. 228. INdicaado per x$y^z tre variabili » o per P 
M^ nna fanzione 1^ {x ^y jz) di esse 9 se noi sap* 
poniamo che y y z dipendano in nna maniera qnalnnqne da at; f 
che equivale a dire siano funzioni di Xy per quanto nulla sia 
stabilito sopra la loro natura ^ abbiamo veduto al §. 10 che la 
differenziale di P è 

(j^)dy^{ — )dz9 e quindi abbiamo concloso (15) che 

ana quantità diflèrenziale 

Mdx H- Ndy H* Udz 

non pnò prendersi per una differenziale esatta dP di P. se non 
hanno luogo queste tre equazioni di condizione 

/^/Mv ,dNN ^/Mv fM^ /rfN^ /ì/Hn 

■ 

Data dunque una tale espressione da integrarsi , bisogne- 
rà prima esaminare se bau loogo quelle condizioni ^ e quando 
ciò non succeda! è inutile accingersi air integrazione . 

Se le variabili fossero quattro » e fosse proposta la quan- 
tità diAereiiziale 

Hdx -h Ndy H- Rdz H- Rcf« 

non potremo averne la funzione P > che ne sia Y integrale 9 



\ 
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senza che abbiansi soddisfatte queste equazioni dì condizione 

/dMls f dR\ fdl^s fdR\ /rfHx tdR\ . 

e così di seguito per no maggior numero di variabili. 

Allorché non sono soddisfatti questi criterj o condizioni > pos- 
siamo assicurarci che la quantità differenziale proposta non è 
il risultato di una differenziale eseguita sopra di una funzione 
contenente le variabili > i cui dìfTerenzìali si trovano nella pro- 
posta medesima; si può dunque asserire che una tal differen- 
ziale non ha , né può considerarsi avere integrale . 

Per esempio y la quantità differenziale 

{y '-h yz) dx ^i- {x ^ cez) dy ^ (xy — 2az ) dz 

è tina differenziale esatta > poiché sono soddisfatti ì crìter; d'in- 
tegrabilità , essendo 

(f ) = ' H- z, (S) = I -^ z, i^)=t, (g) =:». 

f{{y ^ yz)dx ^ {x ^ xz)dy ^ {xy — aajB)rfa} =5 



xy — az H* zxy . 

Quest* altra espressione differenziale 

{2y ^ yz) dx ^ {x H^ xz) dy ^ {xy — aaz ) dz 

non* ammette integrazione > poiché non sono adempite le con- 
dizioni d' integrabilità . 

Quando nella funzione F ( « » jr > z ) le due variabili y , z 
si considerano come funzioni della terza x i per quanto non si 
sappia quali esse siano 9 il Calcolo Differenziale ci dà subito 

« 

dP = (£) d, H- (f ) (4 ) d» ^ (£) (i) d» = (£) <to~ ^ 



/ 



1 



y 
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ma se delle tre variabili x^y ^z noi consideriamo x tà y in- 
dipendenti tra di loro , e z come funzione delle due medesime 
x^yy il Calcolo Differenziale ci dà allora due diiferenze par- 
ziali della F, una riguardo ad ..t, l'altra riguardo ad^, le qua- 
li (25) SODO . 

la somma di queste due differenze parziali ( §• ^6 ) ci dà la 
differenza totale della F in qnesta ipotesi , e si ha 

dF = (£) dx -K |) d^ -H {(fp d» -I- (g) dr> (£) , la 

m 

quale ( essendo dz = {~)dx ^ ( — ) ^^ ) » diviene 

dP :^ ifjdx^ if^)dy ^ {^^)dz. 

Proposta dunque una quantità differenziale 

sia che le variabili y ^ z fei considerino come funzioni di or , 
sia che la variabile z si riguardi come funzione delle altre due j 
essendo queste indipendenti tra loro , le condizioni le quali deb- 
bono essere soddisfatte affinchè nel primo caso la data quanti- 
tà sia la differenziale esatta di una funzione F ( x y y j z ) ^ e 
quelle acciò nel secondo caso la stessa quantità differenziale sìa 
l'aggregato delle due differenziali parziali esatte di F(jc,j^, 
2; ) , o la sua differenziale totale esatta , sono le medesime . Lo 
stesso ha luogo per le differenziali di un qualunque numero ^i 
variabili . 

§ 329. Data un* equazione V = o fra le variabili x^y^ 
Zy delle quali una, per esempio la 2;, si riguarda come funzio- 
nile delle altre due, non solo ponno ( §. 5t8 ) dedursi da essa due 
altre equazioni a differenze parziali che abbiano luogo insieme 
con lei, ma ancora un'equazione differenziale totale della forma 

Vdx H* Qdy H* 'Rdz == o; e come queir equazione V = o si 

considera Y integrale delle equazioni a differenze parziali , che 
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da essa si dedacouo, così si riguarda anche V == o come V ìrir 
tegrale dell* equazione diflercnziale totale 

Vdx H- Qdy H- ^dz = o . 

Dunque proposta tin^ equazione diiFerenziale 

Vdx -t- Qdy -f- 'Rdz = o 

51 dirà essa integrabile quando il suo primo membro possa pren- 
dersi per una differenziale totale di una funzione V di tre ra- 
riabili x jy ^ z; e si dirà non integrabile quando tal condizio- 
.ne non sussista . Ma .abbiamo detto ^1 §. antecedente che 

Vdx H* Qdy -4- 'Rdz è una differenziale totale , «e le equazioni 






sono identiclié 9 e non è quando uon lo sono ; dunque i 
ri per i quali si conclude V integrabilità dell* eqiiazione 



sono ; dunque i cri te- 



Vdx H* Qdy H* Vidz = o, sono dati dalle suddette equazioni. 

Di qui concluderemo che non tutte V equazioni della forma 
Vdx -4- Qdy H* BAz = o sono integrabili -, ma soltanto quel- 
le per le quali hanno luogo quei criteri <i* integrabilità . 

Accade talvolta che un' equazióne 

Vdx H* Qdy h* Tidz = o -, non integrabile per se medesima ^ 

lo diviene in forza di un idoneo moltiplicatore ; vediamo quan- 
do succeda- ' . 

Sia M fuDzìone delle variabili x ^y ^z qnel moltiplicato» 
re , e Y eqaazione • < 



MVdx H- MQdy h- M'Rdz = o , dovrà allora essere integrabile : 

Dovranno dunque in questo «sser soddisfatte le tre equa- 
zioni 

Tom. IH Hh 
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le quali » esegnendo le diflfbrenziazioDi « diverraano 



JM 



dV 



m 



• * 



^ dy ' ^ dy ' 



d>A 



Q(^)-4-M(.g), 



<fM 



dR 



^ dx ' ^ dx . 



Q(^) 



M(i?) 



4fM 



4/R 



</s 



R(^)^M(^). 



Moltiplicando ora la prima di queste equazioni per R , la 
seconda per — Q, la terza per P, ed agginngcndote tutte in- 
sieine, dopo avere soanceltaro ciò che si distrugge, avremo • 



(E)....R(*) 



</n 



^Ci) 



Q(S) 



R(g) 






d? 



Q ( ^ ) = o , che sarà I* equazione di condizronc fra P , 

Q , H , la quale debbe sassistere , acciò la proposta sia capace 
di divenire integrabile in virtù di un fattore M . 

•L'equazione (E) è stata data da Giovanni Bernoulli . 

Facendo ora R = » e supponendo che P e Q non con- 
tengano Zf l'equazione (E) sarà soddisfatta da se medesima^ 
dal che concluderemo che un' equazione diflèrenziale • tra dt?e 
variabili Prfa? -s- Qdy = o>può divenire sempre integrabile , mol- 
tiplicandola con un idoneo fattore . Abbiamo dimostrato qnesto 
Teorema al §. i86 

§.- 330. Assicurati per mezzo del criterio qnì sopra asse- 
gnato , che un* equazione può divenire integrabile , vediamo co- 
me effettivamente possa farsene V integrazione . Sia proposta 1' c- 
quazione 

Vdx H- Qdy H- "Rdz = o , che divenga integrabile per la mol- 
tiplicazione del fattore M: sarà allora 

M9dx H- MQify ^ MB.dz = o j ima diiFerenziale totale esat- 
ta di un' equazione V = o , che dee ritrovarsi . Póniamo ora 
ia vece di dz il suo valore 

dz = (£) dx H* ( j ) dy , ed avremo 
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M {Vdx^ R if^) dx} 

M{Qdy^Ji0dy} 

Dei due termini che formano il primo membro di (jtiest'e- 
quazione, il primo M (l^dx h* R(—)dxy riebbe essere k dif- 
ferenza parziale di V riguardo ad a? , ed il secondo la differen- 
za parziale della stessa funzione incognita Y relativamente ad 
y i per aver dunque la stessa V ^ basterà prendere V integrale 
deir equazione 

MPdx -4- MR ( ^ ) da? = o , ovvero MPdx h- MRdz = o nel- 

la supposizione di y costante , aggiungendo per costante arbi- 
traria una funzione ^ì y ^ la quale dovrà determinarci in ma- 
niera che la -diflferenziale totale dell' ottenuto integrale , sia e- 
gnale alla proposta : oppure prendere Y integrale dell' altra dif- 
ferenziale parziale 

MQdy H* MRdz = o , nella snpposizione di x costante ^ ag- 

giungendo in seguito per costante arbitraria una funzione di a? t 
che si determinerà 9 come abbiam détto. . 

Si vede dunque che il fattore M nel primo caso è quello 

che rende integra^bile l'equazione di due variabili Vdx -+ Rdz = 

o y e nel secondo V equazione Qdy h- Ec?2^= o : così la dif. 

ficoltà della presente ricerca si riporta a quella dell' integrazio- 
ne ordinaria dell' equazioni tra due variabili . 

Noi abbiamo considerato z come funzione delle altre due 
variabili x^yi avremmo anche potuto considerare x come fun- 
zione di j^ e di js ^ ed anche y come funzione di a? e di 55 ; 
net primo caso j Y integrazione della proposta 1' avremmo de- 
dotta dall' integrazione di 1?dx h* Qdy == o nella supposizione 
di z costante , o dair integrazione di Vdx -4^ Rdz = o cella 
supposizione di-^ costante; nel secondo dall' integrazione di 
Rdz H- Qdy == o nella supposizione di x costante , ovvero da 
quella di Vdx -4- Qdy = o nel supposto di z costante . In somma 
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r integrazione della proposta si riduce sempre all' integrazione 
di una di queste tre' equazioni 

Vdx H- Qdy = o , Vdx H- Rdz = o , Qdy h- IS^dz = o 

nella prima supponendo z costante r nella seconda y , e nella 
terza x ; e qualunque di queste equazioni si prescelga > sempre 
si gingnerà alla stessa equazione integrale . 

Si ricava di qm la seguente regola per' T integrazione di 
un* equazione 

Vdx H* Qdy H* ^dz = o : 

% 

S> Delle tre variabili x^y^z se ne consideri una^ per e- 
9> sempio z j come costante 9 onde abbiasi V equazióne - 

>, Vdx H* Qdy =3 o a due sole variabili x ^y : se ne cerchi 

,> allora r integrale cpmpIetatQ con mia costante arbitraria C: 

9) in seguito si consideri la costante G come una funzione del* 

9> la medesima z , e presa anche questa lettera per variabile , si 

9> trovi la differenziale totale dell' equazione integrale ^ che ne- 

yy cessariamente avrà questa forma 

9> Vdx H* Qdy H* Sdz = o . Paragonando poi la differenziale 

,> ottenuta con la proposta Vdx ^ Qdy h- ^dz == o y si avrà 

„ r equazione S = R la quale ci mostrerà come z entra nel- 
,, la composizione della costante C , ed in questa guisa otter- 
5> remo il dimandato integrale , il quale sarà completo perchè 
^, in C resterà sempre una certa parte veramente costante ed 
9> arbitraria ^ che nella di lui differenziazione svanisce ,, • 

Se poi questa stessa regola si applicasse ad un' equazione 
non integrabile j la faccenda non riuscirebbe 9 e saremmo avver- 
titi deir impossibilità dell' integrazione dal trovare G funzione 
di 2; e di altre variabili j il che è contro Y ipotesi , giacché egli 
debbe essere funzione della z soltanto. 

Per intendere anche meglio questa operazione , esperimea- 
tìarao r equazione inintegrabile 

zdx H* xdy H* ydz = o • 

* 

Prendiamo z per costante 9 ed avremo da integrare 
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zdx -f* xdy = o , ovvero — -f. cf y = o > 

il cui integrale è zlx ^y ==t G ^ essendo^ C una funzione del- 
la medesima z . Prendiamo ora la differenziale totale di (juest'e- 
quazione , ed avremo 

^^'^ • dy H- dzlx =:{^)dzy ovvero 



X '^ ^ di^ 

zdx -{• xdy H- dz ( xlx -a7(^))==o: dovrebbe dunque esser© 
xlx — or ( — ) =^, ovvero 

( — ) = Ix — -^ • che è assurdo • 

Proposta poi Y equazione integrabile 

2dx {y ^ z)^dy{x'-{*^^2z)^-hdz(^X'^y)r=zo 
supponendovi y costante , ci viene da integrare 

adx (y ^ z) -h dz{x ^ y) = o, che diventa dìfFerenzìal» 



esatta moltiplicandola per r^^ -ry e si ha 

— — H* —— = o % il cui integrale è 

2Z(a7H-j')H-Z(^H-a) = C, essendo C funzione di y , 
Inoltre la differenziale totale di Questo integrale è 

'j!L±ÌÉy^Ìl^^^{ép)dy,oyveTO 

*idx ( J' H- 2 ) -h atZy {y -+- z) »<- dy (x H-^) -t» dz(x 
y) = (—■)dy .{x '^y){y ^ z)i che paragonata con la 

m 

proposta ci dà 

(^)dy = <iG = o , e quindi G = A , essendo A una vera 

costante . 

Sarà dunque Y integrale completo 

{x ^yy{y^ z) = A- 



i 
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§. 231. Facciamo alcuni altri esempj . 
L Quale è V integrale completo dell' equazione 

Esaminando primieramente se è suscettibile d' integrazione 1 
il paragone di essa con la formula 

Vdx H- Qdy H* Rdz = o , ci d a 

m 

tegrabilità 

diviene 

X -^ y j^ — aH-aPH-a— a? — y '^ y H- a — « — 

js = o , ed è soddisfatto . 

L' equazione dunque ammette . integrazione . Assicurati di 
questo ) supponiamo z costante » ed allora avremo 

Ja? ( j^ H- s ) H- dy ( * H- * ) = o , ovvero 



ex ■ , iy 



o , di cui r integrale è 



Z ( a? H- z ) -t- / (j' H- 2J ) = /(2J) > ed anche 

(a? ^ z") {^y ^ z) = Z indicando per Z una funzione di z 

da determinarsi , e che dovremo determinare in maniera , che 
il differenziale totale di quest' equazione combini con la proposta . 
Questo differenziale totale è 

dx{y H- z) H- dy{x ^ z) H- dz{x •+ y ►{- 22) = {j-ò^z^ 



ovvero 

dx{y ^ z) -i- dy{x ^ z) ^ dz{x -^y) ^ dz {2Z 

(?[?))= o , il quale paragonato con la proposta ci dà 



</z 
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^z — ( ^ ) = o , ed in conseguenza Z = z* H- Cast. Sarà 

dunque 

{x ^ z) (y ^ z ) = a* -h Cost. , ovvero 
xy ^ yz ^ xz ^^ Cost. il ricercato integrale completo . 
IL Paragonando Y equazione diflferenziaie 

dx{yy '^yz ^ zz) ^ dy { zz fi- xz ^ xx) ^ dz { xx ^ 

• • / • 

xy H* yy ) == o con la forijùala 

Vdx H* Qdy -i- ^dz = o , si ha 

P =s yy «4- y^; -f* 2^2 » Q =i'Zz -i* xz h- xx , R = a?» -{- 

"y -*■ yy . if,) = ^y -<• *. (£) = ^-<-.=^> (g) = 

ay H- ^ , e perciò il criterio 

diventa 

2{yy -^ xy •+ xx}{y — a?) -f- 2{yy H- J'a -!• az ) ( a — y) 

2{zz <^ xz ^ xx){x — js) = o, che eseguendo le mol- 
tiplicazioni , trovasi formare un' equazione identica ; dunque la 
proposta è integrabile . 

Per trovarne 1* integrale > suppongasi z costante e sarà 

é* »±. ^ = o, il cui integrale è 

^-^ Ang. tang. £i^- -h ^ Ang t,ng.J,% = fW , 

il qnale per la riunione dei due angoli si riduce a. 

-^ Anff. fa«0-. i?i^t>?J±f^l^ = /(«)• Poniamo dunque 

«•3 . Saie H- *a H- >e — *y *' ^ '* 

__?5j±^« j:*-y - =3 Z > e siccome è 

2»« H: #« •+ jr» — ^y 



a48 MATEMATICA SUBLIME 



Z xy -+ xA '^ yz 



) SI avrà 



, H- J- = ?i^:±>-±^ , e perciò 

y-vofg-^jpg = — % = Fz • Abbandonata ora la funzione Z> po- 

niamo subito per Y integrale della proposta 

xy-^-xz-^ y% — j 2 = F2 , e presane Ja differenziale totale tro- 



veremo ( — ) = o , e quindi 2 s= Cbsf . Sara pertanto 
f9[:±f^i^>£ c= Cos^. , ovvero 

a;y H- ^2^ H^ J'^; = C ( « h- > H- 2; ) il ricercato integrale 

completo . 

E qui osservo che talvolta V equazione può essere integra- 
bile senza che sia soddisfatto il criterio d' integi^abilirà : ciò suc- 
cede quando la i*elazione tra le variabili dataci dall' equazione 
dì condizione non adempita > soddisfa essa medesima alla pro- 
posta differenziale. Tal relazione è allora un integrale partico- 
lare 9 perchè in lei non ponno ritrovarsi altre costanti , che quel- 
le contenute nella difièrenziale ' data . 

Per esempio V equazione 

( 2; ~.^ ) c?jc •+ xdy H- (j' — z')dz^=^ o y comparisce non in- 
tegrabile perchè il criterio d' integrabilità z — x — ^^ = o non 
è un' equazione identica ; pure essa ha per integrale particola- 
re la stessa z — x — j^ = o , giacché facendo z ^=^ x *\- y ri- 
mane soddisfatta la differenziale medesima 



( z; — y^dx ^^ xdy *^ (y — z)dz ^= o . 

' §. 232. Kegli addotti esempj le variabili ^a: ,j/ , z -compone- 
vano in ciascun termine lo stesso numero di dimensioni ; ponen- 
do mente a questa condizione si può avere un metodo genera- 
le per trattare simili equazioni : eccolo . 

Supponendo dunque che- i coefficienti P,Q,R dell' equazio- 
ne differenziale 
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Vdx -f- Qdy H- Rcfz = o siano fauzìoni omogenee di » ^y ^z 

ài un nomerò qualaaque n di dimensioni , poniamo x = pz^ 
y z=i qz^ e si avrà P = z'S ; 'Q = z'T > e R = z'V^ ove 
S , T , V saranno funzioni delle due variabili p > 5 . Essendo poi 

dx = pdz H* ^^P > <J[y == 2<^2 H- ^5 ^ la nostra equazione 

prenderà questa forma 

dz (pS ^ 5T H- V ) ^4- Sscfp ^ Hzdq = o , ovvero 

^ ^ ^^^^^ ^ = , della qnalè non potrà aversene V inte^ 

graie se la formula difl^renziale a due variabili 
Y^ ^J^^^ non è integrabile da se medesima ^ il ebe avrà luo- 

go se r equazione 

(«T H. V ) ( ^^) ^ pT (^) - (j^ H- V) (f ) - 5S(^) ^ 

i 

S(^) ^ T(^) = o sarà identica ; 1* integrale allóra sarà 

Iz H- f-Y^TY^ '^ ^^^^' ' ^^^ converrà porre — per p , ed 

7 per ? • 

Neir esempio I del §. antecedente si ha 

V = y ^>^ Zj Q==s«H-«»B.=f«H-j'; sarà dunque 

S=:^M*i) T=sp-i-i» VssspM-^ie quindi 

^ H- il:^:llJ^tpJL±JjJ£ = o ; il qui esposto criterio ci dà 



I ) . I -t- (p H- i ) . I = o , che essendo nn* equazione i- 
denticai ci assicura essere integrabile la propo^à difièrenziale . 

Tom. JIL li 



V 
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li' integrale è 

Za-+ — Z(pgr-Hp-+5) = — Z(a7 ^ xz 9^ yz) = Cost. y 



ovvero 



!cy ^ xz '^ yz =^ C . 

§• 233. Abbiamo fin qnì considerate le equazioni del pri- 
mo ordine liei quale i differenziali non sono elevati al di là 
della prima potenza : se ciò non fosse , bisognerebbe incomin- 
ciare dal ridurre le equazioni diflèreuziali a questo stato > quan- 
do è possìbile y e cercarne in seguito V integrale . Se questa ri- 
duzione non ha luogo, possiamo assicurare che l'equazione prò-- 
posta noa è la difFereaziale totale di alcuna equazione fra tro 
variabili x ^y yZ . 

Data r equazione 
Vdx' ^ qdy" ^"Rdz^ = aSdxdy ^ oTdxdz ^.aVdydz^ 
si trova subito 

dz = ^: ^ • 

^ R 

Oi'a sparirà V irrazionalità dal valore di dz ^ quando 
( T^ ~ PR ) ( V^ — QR ) = ( TV H- RS )\ cioè quando 

R =2 ^^' ^po^^*^ ^^ ' dunque proposta una simile equazione di 

secondo grado , converrà prima di tutto che abbia luogo que- 
sta condizione tra i di lei coefficienti , onde possa ridursi al pri- 
mo , ed esser suscettibile dell' applicazione delle r^ole date qui 
sopra. In generale qualunque sia il grado dell'equazione dif- 
ferenziale del primo ordine 9 bisogna che essa sia decomponi- 
bile in fattori di primo grado di questa forma 



Mdx H* I^dy H* ISdz = o , onde possa tentarsene Y integrazione . 

§. 234. Passando a considerare V equazione differenziale a 
quattro variabili 

Vdx -^ Qdy •i* Sd,u H- Rc?^ = o , nella qaale si rignarda z 
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come funzione delle tre variabili x ^y yu; se questa diviene in- 
tegrabile per la oìoltìplicazione di un fattore M > è necessario che 

MVdx H- MQcfy -i- MSdu H- MRdz = o , sia una differenzia- 
le totale (25) vale a dire chp sia la somma di queste tre dif- 
ferenze parziali 



MPdx H- MR (g) (fa? = o , MQdy ^ MR (^) ciy = o , 
TSSdu •+ MR (p)du = o , poiché dz vi tiene il luogo di 

(7,) -^ -*■ ip -iy^ O ^ ■ 

Ora se queir equazione è una differenziale totale rappor- 
to alle variabili x^y^Uy le tre seguenti saranno anche tre dif- 
ferenziali totali. 

MVdx -H MQd> H- W8idz = o , rapporto ad * , j ; 

MQdy H* MSd[z£ H< MRd^; ==: o , rapporto ad u^yi 

MPdx ^ MSdu H* MRdz = o , rapporto ad a? , a ; 

diinqu* quando la proposta oiokiplftcata per M» potrà divenire 
una differenziale totale 9 ed essere in conseguenza integrabile > 
avranno luogo queste tre equazioni di coudizione 

»<(è')-(^)}-P<(^)-(f)>-Q((S)-(")>=°. 
»{(f)-(S)>-s<(S)-(f)>-Q{(S)-(s)>=°. 

i^{(f:)-<i)}-p<(S)-(")>-5((.^)-(s)>=°' 

quando poi non saranno soddisfatti questi tre criter;, potremo 
asserire che non esiste in natura un' equazione V = o , la cui 
ditferenziiile totale eguagli la proposta moltiplicata per un fattore . 
Avremmo potuto giugnere alle medesime condizioni riflet- 
tendo che se la differenziale 

MPdx H- MQd> H- MSdu -j- MRdz = o è uoa differenzia: 
le totale di un' equazione V s= o , debh^ essere 
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eseguite le differenziazioni indicate in queste equazioni ,' ed eie* 
minato^ il fattore M e le sue differenze parziali, avremmo tro*- 
vati appunto i medesimi tre criter; d' integrabilità . 

Si vede come trovar si potrebbero le condizioni per Y in- 
tegrabilità di un equazione a qualunque nun^ero m ài yariabi^ 

li : il di\ laro numero è Ì5LZlL1I.?Lii^ : se ne travera faciimea- 

te la ragione . 

§. 235. Riguarda ^lle eqcia[zioni degli ordini superiori ci 
bisogna distinguere due casi: o le variabili sana tutte inUipeo^ 
denti tra lòra, per il che una si considera come fiinziocte di 
tutte le altre > quaqdo si ha tra esse un' equazione i o sona tut-. 
te considerate funzioni di una sola variabile x^ per quanto nul- 
la sia stabilito sopra la natura di esse > e l'equazione cl^ es^-. 
ste tra loro altra non ci dica se uoa ol^e upa è data per mez* 
za di tutte le altre . Per esempio data Y equazione V = F ( a? > 
y ^ z ) = o ^ se X dà y sanò indipendenti tra. loro > Tequaziafl» 
diflTerenziale tatale del secondo ordine (.31) è 

d- V = ( ^ ) d«>( ^ ) d/ .. . ( ^J dxci. ^ . (|X) <f^<i« ^ 



^i~r^^dydz^i^)dz' ^ i^Jd'z = 0, essendo 
dz = (f^)dx^ipdy,c ;■ * 

éz = (^: ) dx^ H- 2 {£t,)dxdy ^. (|f ) d/ : se poi le ra- 

riabiii ^ , z si considerassero come funzioni di x , allora la dif* 
ferenzìale tonale del secondo órdine . avrebbe di piiì il termine 

( ^ ) dy : in questo caso però d jr , d*z terrebbero luogo ài 

dy ' . K 

(B)^«^N C£-:)rf«'*i tdy.dz di {'£)dx. {pdx. 

Noi cercheremo i criterj d' iutegriibilità per il caso ciie tatto 
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le variabili si coosiderino fonzioni di una > giacché coli' egua- 
gliare a zero i coefficienti dei termini , che vi sono allora di 
pili , si avranno i crkerj ^jer Y altro caso . 

Sia dunque V = p uà e^juazioac differenziale dell' ordine 

n"^'^ tra le variabili ^ ^y ^z ^u^ ec. Se . noi supponiamo che 

V = o risalti immediatamente dalla diiferenziazione di un' e« 
quazione dell' ordine inferiore di una unità P =s o , sai*à 

V = dP = o , ovvero MV = cf P = o , essendo M un fatto- 
re comune a tatti i termiiii di ifPt e che la divisione può a- 
ver fatto svanire > onde abbiasi y = a. 

La funzione differenziale MV dell' ordine n sarà dnn- 
mie una differenziale esatta della funzìope P di un ordine im- 
mediatamente inferiore : ora I' equazioni di condizione che deb- 
bono sussist^'e > acciò MV sia una differenziale esatta , o am- 
metta un integrale delT ordine inferiore > le abbiamo u*ovate al 
§. 16: queste supponendo 

dy = (^) dx = pdx^ dp = {^)dx=iqdx^ dq = rdx ec, 

dz = p'dx , dp^ = q'dx ec > du = p'dx y dp'' = q'^dx ec 
sono 

^ Jy ^ dx ^ àp ^^^ dx"" ^ di ^ dx* ^ dP ^^^ * 

\ d% ^ dx ^ dp' ^^^dx* ^ dq' ^ ■ 

^ du ^ ex ^ dp' ^^^ dx* ^ c/f" ^ ^^ ' 

ec. ec. 

ed il loro numero è egnale a quello delle variabili XtytZìU ec, 
meno nna. 



. j 
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Se Doi facciamo 



ce. 



dV = hdx M- NJy ^ Vdp ^ Qdq h 

H- N'cfz -^ F'dp' H- Q'dg' H- ec. 
H. N'rfa H- P'rfp" H- Q"df H- ec. 
«e. ce. 

potranno qiiell' equazioni mettersi sotto la forma seguente 

(^~S^0-0-^-)M^(P-agH.3^-ec.)X 
fH.(Q^3fH.ec.)-^-^(R^ec.)'^H.ec.= 






ec. 



^'f--'£?H.ec., 



<Q" ~ 3f: H. ec. ) ^ - ( R'' -, ec.r^.? ^ ec. Il 






dx* ^ — ^ 4x* 

ec. 



ec. ec. 

ove 



(p-£<^(^)-^«<'i 



i valori poi di a' , ò' , e ec si ottengono ponendo in queste 
espressioni a > p' , g' ec. , in vece di ^ , p , 5 ce , e nelle stesse 
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espressioni ponendo u^i^\^\ in vece >^ ^ ,p ,^5^ ec. , si a- 

vranno i valori di ct'^ h' , e' eo. , 

E qnest' equazioni debbono essere identiche se la proposta 
ammette nn integrale immediatamente inferiore : ora avendosi in 

virtù della proposta medesima V = o , — = o, ^ = o ec. , 
queir equazioni diverranno 

( N — 4^H*^ — ec.)M — (P— 2^H^ ec.)?^ -*• (Q - 

^ ix dxr ' ^ dx ^ dx ^ ^ 

,3S-^ec.)^-eo. = o, 
(N'-2: H- 5^ - ec. ) M _ ( F - à 1^. M- ecy-M ^. ( Q- _ 



dx dx* ^ ^ dx ^ dx 

3SH-ec.)^H-cc. = o, 

ec* * ec 

e dovranno essere identiche se vi faremo V = o , — = o , 
~ = o ec.j cioè se sostituiremo in esse il valore di uno dei 

dx* 

più alti differenziali dedotto dall' equazione V = o , il valore 
del differenziale susseguente dedotto dall' equazione ^ = o ec. 

Eliminando dunque M , avremo delle equazioni di condi- 
zione tra quantità tutte cognite , le quali bisognerà che siano 
identiche , acciò la proposta ammetta integrazione : il loro nu- 
mero è eguale a quello delle variabili meno due . 

Può accadere che questi criterj d' integrabilità richiedano 
per essere soddisfatti la sussistenza di un' altra equazione diffe- 
renziale di un ordine inferiore di una unità della proposta : al- 
lora o questa stessa equazione soddisfa alla proposta , e ne sa« 
rà un integrale particolare; o non vi soddisfa > e la proposta non 
sarà integrabile . 

Riguardo alla eliminazione di M, si rammenti quanto ab* 
biamo detto ai §§. io6 e 107. 

§. 236. Per far qualche esempio 1 prendiamo Y equazione 

( xdx H* zdz ) dy — zdyd'z — dy {dx* h- dy^ h- c?2;' ) =r o , 
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ed avremo 

V = ofg -f zp'q — zpq^ — p — p' — pp* , e p«rciò 
N = o , P := — Z5 — I -^ 3p' — p'S Q = « -+ 2p', N' ca 
P ? — pi > P' =ap «;gr — app' , Q' = -^ j^ ; sostitoendo 
questi valori nelle equazioni di condizione sopra trovate , si avrà . 



dtA 



(6pYH-6/)5r^32r)M-i.(3-f3P* -*• 3P'* -I- 3^^?' ) 77 •+ 



Se noi clirainiaoio ^^ con queste <3ue «quaieioni ., avreiao 
{^^pp'q ^ <5p*5 i-i- aapr' — »«>*r-- aapVVM 



9. 

(aP H- 3P' H- 31^ -H- 3«P?' ^ 3*2 — 32P'?}^ 

Senza prosegwEe 1' eliminazione, è facile vedere, che sostìr 
tuendo in quest' ultima eqaazicme i valori di q e di r , ricava» 
ti dair equazioni 

= «5f 'H- «p'^ — ap5' — p — p* — pp'* = o I 

g — zpr. — ^*9 — 3ppY — zpr -f «r = o , 

diviene jessa identica ; dqnqna la proposta è completaEnente in- 
tegrabile . 

Per un altro esempio prendiamo V equazione 

{x ^ xy) dx^ ^ y^dxdy ri^yzdxdz H- xdy^ h- xdz* ^ xyd\y ^ 

xzd^z = o » fi si avrà 
V ^=1 X ^ xy ^ yp H- yzp H- xp' H^ xp'^ h- xyq h- xzq'^ 
e quindi 
N = op H- 2yp -f. zp' -*• »? » P = y H' 2a?p , "Q = xy^ N' = 

yp '-i' xq'ì W = yz H- aay' , Q' = «2 , e le equazioni 
di condizione saranno 



y 
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a^it 



r<t» 



dlA 



( «c H^ zp') M - (/- 2;»)^^- a:y 






pM-i-(j'-~a) 



4/T 



o; 






W*M 



L' eliminazione poi di ^ij ci dà (a?H- ^ip' -<->p)M = o-i 

]a quale equazione non essendo identica ,. ci dice clie la pro- 
posta non è completamente integrabile; siccome poi a; h« zp' ^ 
yp =^ o vi soddisfa., perciò ne sarà nn integrale particolare. 

§. 237* Potrebbero estendersi queste dottrine :alla ricerca 
dei criterj che debbono sussistere 9 affinchè una proposta equa^ 
zione differenziale ammetta un integrale di piii ordini inferio- 
re : noi però non ce ne occuperemo inviando per i]uesto i no- 
stri Lettori al Calcolo Integrale del Marchese ^di Condorcet. 

Per ciò che riguarda poi le equazioni |)er le quali non so- 
no soddisfatti i criterj d' integrabilità , noi vedremo in un Ca- 
pitolo a parte .cQsa esse significhino. 



y 



Tom. IH. 



Kk 



/ 
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Integrazione délV Equazioni 
a Differenze Parziali. 



$• 238. TVj el Capitolo n. del Calcolo lategrale atfeiafto- 
JL^k esposti i priocipj generali per V iotegrazie- 
^ *HC deile equazioni a Differenze Parziali , fs nel Capitofo IV. 
'abbiama trattate equazioni di tal fetta, supponendo però che es- 
se fossero lineari ^ e i lor coefficienti o- costanti o fiinzioni di 
nna sola variabile : in qnesto Capitolo considereremo gli altri casi . 

Onde presentare con ordine queste dottrine ^ incominciere- 
no dalle Equazioni a Differenze Parziali del primo ordine per 
procedere in seguito a qnelle degli ordini superiori . 

Rapporta a queste equazioni 9 noi abbiamo dimostrato (118) 
ebe r integrale com^pleto* di una Equazione a Differenze Par- 
ziali del prima ordine fra tre variabili x^y^z dee cantenere 
dne ^ costanti arbitrarie a , £ , avvera una funzione arbitraiia 
/'(co) di una quantità cor funzione determinata di qnelle varia- 
bili > che ottenuta V integrale con due costanti arbitrarie si puà 
sempre da esso dedurre Y integrale completato con la funzione 
arbitraria ; ora Y equazione del prima ordine sia anche lineare , 
ed abbiasi da integrare 

(~?) H- M (^5) — N r= o , essendo M , N funzioni date di x^ 

y ^ z . Supponiamo che 

F = F(ar,j^,2j) = o siaT integrale di quest' equizionc • Sus- 
sistendo r equazione F = o > sussisteranno auche insiem con 
essa r equazioni 
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^59 



(a) (g) 



d%\ fdf 



(S)(S) 



jp _ 

che sono le diiTerenze parziali della stessa equazione . Sostituia- 
mo i valori di i^)tÌY) scavati dalle equazioni (i)f(a) nel- 
la proposta » e si avrà • 



d? 



(«) (tI) 



4/X 



4F 



M(«) 



N(?) 



o, 



che sarà soddisfatta se F ( a; , jr , 2 ) = o è l' integrale cercato . 
D' altr' onde supponendo le variabili y ez come dipendenti 
da a?> la stessa equazione F(a?9^)Z)=0€Ì dà anche 



dF=(^)d» 



(^!j (^)^* -<-(?) (è) d« 



e dovrà essa divenire identica se per (^) poniamo il. sno va- 
lore datoci dair equazione {^)i dovrà cioè 

* 

avere il primo membro effettivamente nullo: ora questa diffe- 
Fcnziale dF si annullerà indipendentemente dalla forma de)l^ 
funzione F 9 se stabiliremo tra le tre- variabili x jji ^ z tali re- 
lazioni che avverino queste £qua2uoni 



dx 

dy 



o> {^^dx 



TAdx 



dz 



dx 

ISdx 



Ndx 



o j ovvero 



o. 



Queste equazioni essendo fra tre variabili serviranno a de- 
terminare i valori di queste variabili in funzioni d^lJa terza, 
di maniera che la ' sostituzione di questi valori nella funzione 
"P {x ^y y z) renderà ancora essa una funzione di quella terza 
variabile : dunque 9 dovendo allora la sqa differenziale divenire 
nulla 9 bisognerà che quella variabile sparisca da se medesima 
dalla ifunzione ¥ {x jy j z) ^ ed essft non potrà contenere al- 
lora che quantità costanti • Ora le due equazioni 

dy — ì/ldx = o , dz — "Ndx s= o , 
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essendo del primo ordine , i loro rotegrali conterranno due co- 
stanti arbitrarie a, 6: considerando intatti y^z coìM funzioni 
della terza 079 se coi eliminiamo per mezzo dì queste dne e- 
quazioni la variabile 2;^ si perverrà ad un' equazione del se- 
conda ordide io x ed y^ e ne sarà V integrala completo un' e- 
quazione contenente due costanti arbitrarie a ^b: avremo di poi 
z in funzione di a; e di jf per mezzo, di una di quelle dne e- 
quazioni . 

Frattanto se noi sostitoiarao in IP (x ^y ^ z) 1 valori di y 
e di z in x ricavati dalle due equazioni del primo ordine > que-* 
Sta funzione F ( a? > j^ , 2; ) conterrà soltanto le costanti a, 6, e 
quelle che sono contenute in M ed N ; di modo che essa di- 
verrà semplìcemebte funzione di a e ò > che rappresenteremo 
per ^ ( a , 6 ) , 

Per conseguenza* V integrale F ( x » j^ t 2; ) == o si ridurrà: 
a ^ ( a , i ) =a o ,. la quale equazione ci dice , che di quelle 
^ due costanti una sarà sempre funzione dell' altra . Ma in vece 
delle costanti a > b possiamo sostituirne i valori espressi in Xr 
y ^ z y. e dati da quelle due equazioni , ove esse entrano come 
arbitrarie : dunque se supponiamo essere P e Q questi valori r 
V integrale della proposta diverrà ^(P»Q) == o> indicanda 
per p una funzione arbitraria. 

§. 239. Di qui si ricava un «metodo generale per trovare 
I* integrale completo di uu equazione qualunque a diflferenze par- 
ziali del primo ordine a tre variabili x^y^Zy e lineare nel 
tempo stessa. Proposta T equazione 



(£)^ M (^) = N , ove M , N sono funzioni ài x^y, z, si. 

iiicoiano le due equazioni 

t/y — Mdx == o > dz — Ncfx = o r. in seguita si trovino > se- 

è possibile, i due integrali' di queste equazioni, a di due al- 
tre equazioni, le quali dipendendo da esse,: ne possano tenere il 
luogo , e siano P , Q i valori delle due costanti arbitrarie che 
essi debbono contenere , e si avrà ^ C -^ > Q ) ^^ ^ P^^ esprime- 
re il dimandato integrale completa./ 

Air equazione ^(P>Q) = o puossi anche dare la for- 
ma Q =: T (P) indicando anche"pcr Y una funzione arbitraria. 
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§. 240. Siccome per gìuagere a qaesto risultato noi abbia- 
mìo supposte certe rekzioni tra le variabili x:^y^ z r per cui z 
ed X consideravansi funzione della Xy e sreeocne neir equazio-. 
ne Q = ^(P) debbono essere indipendenti queste variàbili, se 
vuoisi che ella sia l/int^rate della pròp6sta>» così non sarà fuor 
di proposito il dimostrare che anche in quest* ultima ipotesi i 
Q = Y (P) soddisfa. air equazione a. differenze: parziìali 



it. 



dz 



(S)-^M(|) 



N = o.. 



Si vedrà allora che' le t)on$ide razioni da noi fatte pet otte- 
nere queir equazione finale , non crana che- ausiliarj artifizj di 
Analisi . / ' 

Supponendo-Te' variabili a?,^ indippadenti tra Ipro, dall' c- 
quazione Qh-Y(P) = o noi deduciamo -queste due differen- 
ziali parziali . 



(^) 






de 
dx 



{(£)-^(?)(s))(5) 



Óra ricavando da (joeste due- equazioni i valori di ( ^ ) » 



{(5)-^(S)($)>(S) = ° 



( — ) e sostituendoli nella proposta ^ dovrà questa divenire-idea^ 

tica se Q ==r Y (P) ne è V integi-ale: dovrà dunque essere iden- 
tica r equazioae 



(«) ('^)-^M{^) 



dx 



(§)Nh-{(S)h.(S)M^ 



dz 



dx 



^y 



(-?)N'y ( — ) = Oy che si ottiene con quelle sostituzioni. 

Saj3ponendo adesso che le variabili y y z dipendano da x , 
avendo co.n esso le relazióni espi^èssé ài queUe due equazióni 
differenziali dy — Mdx = o > dz — N<fa2 = o > dall* equazio- 
ne Q H- "^ (P) = o^ ricaveremo 



^ dx ^ 



(f ) (?3 



éy 
dx 



(^)(?jH.{(g)H.(^)(g) 



dq- 

.dn- 



d* 
dx. 



( g ) ( g ) >. ( g ) = o , la quale sarà in conseguenza idert- 
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tica mettendovi per (^),(j) i respettivi ^valori Mt'Si ricavir 

ti da quelle dao equazioni difibrenziali 
' (^)dflc — Mda?=o, (?) da? — Nd« = o , 

che contengono le relazioni tra le variabili x ^y ^z . 
Il equazione identica sarà dnnqae 

(^)3=o, che è la stessa equazione (a). 

§. 241. Facciamo qualche esempio : 
Sia proposta V equazione 

(z' — ^)(^) H«-2a?(2;* — j')(J) •4- Q.XZ =3 o; paragonata 
con la formnla generale del § 238 ,. si ha 

M = aa; ) N =: ^^ : le due equazioni differenziali dun- 

qne saranno 

dy — axda? c= o , cÌ5 H- ^^^ = o : sostitaendo il valore ' dì 

dy nella seconda equazione , sì ha 

dz H- f*^^ ■ = o , la quale si riduce integrabile moltiplicata per 

il fattore **^^ : si ha infatti 

dz -i- "'^■^ "l^^*^ = o , il cui int^rale completo è z H- — = 6 > 

ed essendo 1* integrale della prima equazione y — a?' = a , avremo 

j5*4-iL=: "¥ {y — **) per rappresentare V integrale dell' equa- 

zione a differenze parziali proposta . 

' Per un altro esempio > sia T equazione 



j 
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M = i, N=^ — -5:, e qoìndi 

dy — Mdx == o » dz — "Ndx = o divengon© 

dy — -^ c?vV = o > cts H* — = o » i cui integrali, sona ^ b5= è » 
20; =%-&, e perciò aa? =iT(X) sarà l' integrale cercato. 

§. 'a43.,yeQÌaaia alle equazioni^ a quattro variabili. Siano 
esse XyyjZyUy e consideriamo z come funzione delle altre 
tre x^y ^U^ essendo queste ìadìpendeoti tra loro . 

, Abbiamo veduto che . T integrale completo ( ii8 e segg. ) 
il iìq' equazione a clifFerenzè {^àzkiaH del primo ordine tra le 

irariabHi Xjf.z^u, t le differenze Jpjirzkll <^j, (g), (g) , 

dee contenere tre costanti arbitrarie a^b^Cj ovvero una furi- 
scione arbitraria di due deferminate funzioni P^Q delle stesse 
variabili , cioè ^ ( P > Q ) • Data dunque uq' equazione a diffe- 
renze parziali , applichiamoci alla ricerca del suo integrale coai* 
pleto. Sia 1* equazione proposta lineare 

(^) H- L ( j) -+ M (^) = N, nella quale i coefficienti siano 

tante funzioni date di x ^y ^ z ^u. Supponiamo che il di lei ia- 

tegrale sia F ( a? 5 ^ » 2; , m )= o • 

Essendo le variabili x ^y ^ u indipendenti tra loro^ da que* 
' sta equazione si dedurranno queste altre tre 

(i£) •». (^)(4?)=:o, dalle quali noi ricaviamo- 

(j) = — (t^'^T^* ^^ «ostitnite nella proposta, la cange- 
ranno in 
(a) . . . . (*)H.l.(f )M.M(^)H.N(2) =0. 

E qflest* equazione dovrà essere soddisfatta se F ( a? > jy , 
X 9 u ) = o è r integrale completo della proposta . 



s 
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Per un altro verso se cbnsideriajiio le variabilt ^ , » , s co» 
me fanzioni della quart? ^, l'equazione P(a?,^,a-,») = o 
CI dà ^nche 

e questVeqnazione.avrà luogo insieme ali* «qnazione (a). 

Sostìtnendo dunque il valore di (J^) ricavato dalla stessa 
( a ) in qnest* ultima equazione , «i avA quest' altra . 

dF = {(g) dx - W») (g) ^ {(g) d»- MA»} (£) + 

\(dx)^^ — N:<^*'/ { ^ ) =» o , il coi primo membro do- 
vrà, essere effettivamente nullo ; ora se noi introduciamo tra ìp 
<J»b^ttro variabili a;,^,a,M le relazioni determinate dalle tre 
.e(f nazioni 

(g) dx ^ Ldx = o , (^) <£x - T^dx = o ; . 

(^) rf* ^-- Mdx == O, cioè dalle equazioni .dy — hdx,==: e, 

dz — NdiX = o , du — Mdx =.o j la differenziale dF sarà 

nulla; dunque la funzióne F {x ^y ^z yu) ncm potrà contene- 
re che quantità costanti . 

.Ora le due equazioni di cui si tratta eseenào del primo, or^ 
dine , avranno tre. integrali che conterranno tre costanti arbitra- 
rie a^ b ^c ^ per mezzo dei quali potremo determiuare ire del- 
le variabili x ^^y ^ z ^u in funzione della quarta ; dunque 5e nel-/ 
la funzione Ì^\x ^y ^u^z) si sostituiscono i- valori dì queste 
variabili , bisognerà che la variabile residua sparisca da se me- 
desima ,, e la funzione F non conterrà altre quantità che le co* 
stanti a^b ^c ^ e quelle costanti contenute nei coefficienti ; di- 
modoché dopo questa sostituzione la funzione l^{x^yyZ^u) di- 
verrà necessariamente della forma jp ( a , 6 , e ) . 

Ora, i tre integrali di cui sì iratta > determinano i valori di 
ayb^c in funzioni delle variabili x ^y yU j zì che se siapo 
questi valori P , Q » R > quegli integrali prenderanno la forma 
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Dunque la funzione F(ap,j'»«»2) diverrà ^(P,Q,R), 
poiché questa è la sola forma che può divenire funzione di a* 
i , e in virtiì dei tre integrali P = a, Q = è, R = c: dun- 
que l'equazione F(a?,jfiK,«) = o diverrà ^(P,<2,R) =0, 
dalla quale dedurremo R = Y ( P , Q ) indicando per T una 
funzione qualunque delle due P e Q . ^ 

§. 243. Riepilogando quanto abbiamo detto siu ora concia- 

deremo 

1*. Che r integrazione di una equazione fra tre rariabili 

(?*)*4,M(^) === N dipende da quella di queste due equazio* 

1 

si diiTerenzìali ordinarie 

dy — Mdx =» o > dz — Ndx = o : e. se P = a i Q =: ^ so* 

no gli iategrali completi di queste dae equazioni. > o dì due al- 
tre qualunque che da esse sì deducano 9 1' equazióne Q =3 TfJB^ 
rappresenta T intregale completo dell' equazione a differenze pir- 
ziali, 

2*. Che l'integrazione dì nna equazione fra quattro variabili 

(^ ) H- L ( ^) ^ M ( J ) = N dipende dall' integrazione di que- 

•ste tre eqiiazioni differenziali ordinarie 

dy — hdx == o ^ du — Mdx == o , dz — 'Ndx = o ; 

di moiJo che seP==a, Q = 6, R = c rappresentano i tre 
integrali di queste equazioni , o di altre che da esse si deda- 
csLDOt «ara R=='i'(P>Q) V integrale completo -di quell' equa* 
zione a ditfereuze parziali : 

3^ In generale V integrale completo di un' equazione 

(^)^^(?)-^^(i)-*-H($)-»-^^- = Nèv = 'p(P, 

Q , R ce. ) , essendo P = a, Q = 5, R = cec. , Y s=s e 

gli integrali completi di queste equazioni 

dy — hdx =5 o , du — Mdx = o > 

dt — Hdx = o , ec. ec. ' 

dz — Ndx = 0,0 di altrettante da esse dedotte • 

Tom. Ili hi 
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L^ integnrztooe cosi delle equazioni a differenze parziali è 
ricondotta a quella delle differenziali oidinarie. 

Osserviamo che Y equazioni P = at Qz=s br R = ccc. r 
ove ajb^ e ec. sono costane arbitrarie , danno ciascuna nn in- 
tegrale particolare della proposta: infatti V integrale completa 
f(PtQ,R ce. rV)=o, a causa dell* essere la funzione 
indicata per p arbkraria f può sempre ridursi ad una di queste 
eqnazioni P — a = o > ovvero- Q — 6 = 0,, ovverà R — * 
e = o ec- 

Per fare qualcbe esempio di teneste dottrine r prendiamo V e- 
qnazione 

Questa ci dà * 

h^ L^^ M « — ^-^'"'^^■Sg, N ='-I._ r e le tre 

equazioni diflèrenziali saranno 

(«) <^-»-irli^=*°' 

(3) du-h*'^'"*~^*^dx = Or 

^ ^ a« — aj> 

(3) dz^ ^L—zasO, 

■ 

♦Dair equazioni (i)>(3) si ricavs 

(4) d» -^ djt sBs ot 

Dair equazioni ( i ) e ( 4 ) si ricavs 

(5 ) . . . . . azdz^ -H 2ydy — dar = o : 
Dair equazioni infine (3))(a) si ricavsf 

(6) . . . . . du ^ xdz H- zdx = o : 

ora gr integrali completi dell' equazioni (4)«(5)»(<^)y son» 
»H-^ = a> &* ^y* — « = &, UH'X& = C', dunque 
a' H-y — »= Y(<K -h^jK -tr «») sarà Y integrale com» 
pleto cercato : se ne potrebbe facildietite far la riprova . 



\ 
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^. 1244. Consickrìamo ora Y cqnazieoi «del pcicno ordine z 
differenze parziali che con «ono^iicaBari. 

Se ^oi rappresentiamo (J-) ^{j) pw jPi5^» la formirlt 

F ( a? ^J' ^ 2; , j> ^-^ ) =0 , :iiella tjuale F significa una funziono 

^alimqne dell« tjatatità che «si trovano tra le parentesi > ftià 
^nella di una qualunque «quaziooe a dii!pr«nzaali parziali éml 
primo ,ordine . ^ 

Sì tratta dunque^i tmvare Tintegrale complete di quest^^qciBzioav 

Essendo z -una funzione ^elle variabili ve ^y ^ sia clie que- 
ste si considerino indipendenti t]iik Iopq > <^ che y dipènda da x 
{ nota al Gap. U. Calcolo Dilferenziale ) , sarà sempre 

dz :^ jpdsc ^ qdy , .equazione che dorrà .essej;e 'soddis&tta per 

mezzo di una ^le .due indetcìwinate j» ^ q 9 T altra «tseado <la« 
ta dair equazione 

Ora p I 5 non potendo esser funzioni :dì altie quantità che 
delle variabili ix^^y^z^ se noi considerraino T equazione 

dz — pdx — qdy = o come una equazione differenziale a 

;tre variabili > si sa ( 229 ) che «debbe -sussistere quest' equa-> 
zione di condizione 

(e) . . . . . (^^)_(«)^j,(f)-,(g)^o. 

Ij' equazione data somministra poi queste tre differenziali 
parziali relativamente ad a? 9 ^ 9 2 

<S)-t(|)(«)-^(|)(5)=<'. _. 



mo eliminare le differenziali parziali di p o dì 9 . 

. EliminiaiiLO quelle di g, e la. prima e la terz* di questo 
equazioni ci daranno 



\ 
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C^) = ~ .-^ — -^ • (S) > i 5"^^^ ^a^<^" sostitniti neir c- 
quazìone (e) la cangeranno in quest' altra 

(/) -•(S)H.i.(^)-K^^)(*)M-(i;)(g)H.{p(g)H. 

g(^)^(^) = o; nella quale le differenze parziali dell' in- 
cognita p sono elevate alla prima potenza ^ ed i coefiicieuti so^ 
Ilo funzioni di ocjy^z^p: non yi consideriamo il y, poiché 
io elinaìneremq per mezzo della proposta .. 

Quest'equazione ci darà, essendo integrata, il valore di 2>; 
quello di 5 ci sarà dato dall' equazione F (a?, j/,/^, 5,2 ) =0; 
e questi due valori di p e di $ , che saranno allora funzioni 
cognite di x^yjZy sostituiti in dz — *pdx — qdy = o , la 
renderanno integrabile , ed il di lei integrale sarà nel tempo 
stesso r integrale dell' equazione propella 

Se noi ora paragoniamo T equazione (y*) con T equazione 
(é^) ^ Lf-Ì H-M(-> = N del «. 24a, si vedrà che k no- 

^ Jx^ dy^ ^ du ^ 

stre variabili oc^yyZ^p corrispondono ivi alle XyyyUyZy che 
in conseguenza nel nostro caso è 

N = — { (£.)^p(g)}:(^)i e che le tre equazioni dif- 
ferenziali ordinarie , dall' integrazione delle quali dipende quel- 
la .dell* equazione {f) > sono 
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(",) ^y - (T,y<^ 



($)'i^-iPÌ?,}-^9{?,)}'l'c 



Siccome queste tre equazioni non contengono che quattro 
variabili x ^y ^ z ^p j potremo da esse ricavare un' equazione 
a due variabili sole > e così tutta la difficoltà sarà ridotta all' in- 
tegrazione delle equazioni a due variabili . 

Supponiamo ora che gli integrali di quelle tre equazioni j 
o di altre dà esse dedotte » siano ? = «, Q = è, R = c> es- 
sendo P > Q 9 R tre funzioni determinate di oc ^y y z e p > ed 
a , 6 > e tre costanti arbitrarie ; ed avremo R == ^( P> Q) per 
rappresentare ( §. 24^ ) T integrale completo della equazione (jf). 

Questa equazione R = ^ ( P > Q ) combinata con V equa- 
zione data ^{oQ^yjZ^p^q) = o, darà i valori di p e g e- 
spressi per ce ^y ^ z j che sostituiti in dz — pdx — qdy = o 
la renderanno integrabile 9 e T integrale di essa sarà V integra- 
le completo della equazione proposta , perchè conterrà la fun- 
zione arbiftaria ^ ( P , Q ) . 

§. 245. L' integrale dunque ricercato è una quantità com- 
posta di X ^y yZ e della funzione arbitraria ^ ( P > Q ) > essen- 
do P , Q due funzioni determinate^ in x^y^z^ 

Ora secondo i principj spiegati ( 1 2 1 ) T integrale comple- 
to di una equazione a differenze parziali del primo ordine fra 
tre variabili x jy y z y non può contenere una funzione compo- 
rta di due quantità , imperocché una simil funzione non si po- 
trebbe mar fare svanire per mezzo delle differenze parziali del 
primo ordine; dunque il risultato ottenuto mostra di. essere in 
opposizione con questo principio : non sarà però difficile far ve- 
dere ) come di natura sua quel risultato debba modificarsi in 
tal modo da convenire pienamente con quanto è stabilito al ci- 
tato §. 

Infatti osservando che le tre equazioni P =; a , Q = 5 , 
R = e soddisfanno per ipotesi alle tre equazioni del primo ordine 
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(») (|)'i* - {i%)p -^ Cg)f> ««• = », 

con le 'Costanti arbltcarìe a^h^Cj se 4a queste fnedesiiOd ls» 
equazioni P;==^tì, Q = A, R = (? noi ricaviamo i valori di 
9^yìJ^ 4n ftaAZÌoQ!6 4i p e di qoeUe oostami, e gli sodtitnia* 
T^o. m qoello tre «e<|Qaeiom dìflbreozixii i diverranao e^se oeces» 
saiiaane^ta ii^m^Qb^ts ^ di oiodo che qoeffie «osti tuz ioni readerao- 
tio i prin)i nierobj^ ^dentìcaificnte jmalli 9 qtialnnqae :€ÌafafO i va^ 
Ipyi di p-, a ,Z> t.p. 

Ora il priQiQ ^nembro dell' eqfwzìone ( i ) ^loltìplicate per 
9 ,, Q «ojfrfttto did ;p:riaio weaibro delT.eqaazione (.11)% ci dà 

(^) ^dz — jpd?7 :r^ ^dyy = c> ; duQjue se nella foraiula dz *-* 

pdx — qdy fypx^^mo le medesime sostituzioni dei valori di a?, 
y , z dqti per ^ ^ a ^b y e f il nsu^ato sarà .ancora identicameo- 
te nullo. 

Se oya noi supponiamo a ^b yC quantità variabili , nel so- 
stituire in dz — pdx — qdy ì valori di « ^ y ^z 9 iati loro 
* differenziali , tutti i termini si distruggeranno tra loro come pri- 
ma ^ eccettuati quei che introduce la variabilità di quelle co- 
stanti : resteranno donque dei termini di questa forma Ada ^ 
Bdò -j- Qfjic j ove A ^ B ^ C* sono funzioni dì p ya yb ^c . 

Dunque X equa;5Ìonc dz — pdx — qdy = o , diverrà 
Ada -j- Bdb H- Cdc = a; e la condizione che debbe renderla 
suscettibile di un integrale, sarà, secondo ciò che si è trovato ^ 
e =5^(a,^), poiché la sostituzione dei valori di x yy y z in 
pyaybyCy dà P = « , Q = & , R ?= c , d'ondc ijuesti valori 
suppongonsi dedotti . 

Ora prendendo i differenziali , si ha 

de z^{^)daryi^ (^)dbi dunque facendo ^mm «ostiraziooi ^ 
V equazione 

{A H- C (^)} da H- {B H- C C^)} db r=Oy avrà necessa- 
riamente un integrale ; e non potendo ciò avvenire senza che 
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)g variabile jp svaoisca da se stessa da qnesta tqQiziéne ( giao* 
che ia differenziale sua dp è sparita ) ne segue che qnclF ul- 
tima equazione sarà ùa' equazione differenziale tra due variabi- 
li, ed in conseguenza sempre integrabile) e ^utiodi sarà ò ttoa 
fnoaione di a r sarà di* piti funzione arbitraria a oaoM della ar- 
bitraria ^(a>&) ebe tìéìUt saddetta equazione ditiereoziale .si 
contiene . - 

Così le due quantità 5 , e saranno necessariamente Y rnsà 
6 ^r altra finizione di a soltanto j a» bisognerà che soddisfac- 
ciano air equazione Ada -+- BcZ^h^ Gdc == o . 

Sia dunque 6.=: Ya, e = ^a^ sostituendole in qnesta equa* 
zionéy si avrà 

A H- 2 (^) -^C(^) = o,Ia quale coutrene una relazione 

tra le due funzioni "Vay^ar una restandone arbitraria. 

Frattanto se per a ^hyC si riméttono i loro valóri P, Q > R > 
m avrà per esprimere V integrale (xn:aLta r il sistema dr due e« 
quazioni Q =r yP^ R =: ^P» d'^onde eliminando pr si avrà 
un'equazione in Xry.y2^ con ufia funzione arbitFaria . 

Questa è la soluzione diretta e completa del problema, ma 
▼cdnraio ebe in stolti cast poosii rèndere piii semplice . 

§. a46. Per un primo esempio prendiamo V equazione 

2;=:(£5){^)r paragonaffdo quésta esazione cbn la forttula 

generale^ si avrà 

F(x,j^72;Tp»y)=«^ — pq =: ot dunque 

I^ tre equazioni del prìmo ordine diverranno danqao 
— 9^y **• P^ sss o t — qd& -f apjnfar s:s o , 



-~ qdp -4- pdx aìs: o : ma V eqQSziooe z tta: pq dà 9 ss *. ; 
dunque le tre equazioni di cui si tratta > diverranno 
zdy — p'dx *= o , c&t — ^pdx »c o t zdp '^p'dx e=ss o . 
La prima e V v^tytm daaao dy z=3l dp^e quindi y zappai 
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essendo a aaa costante arbitraria . La seconda poi e la ter* 
za ci danno pdz = 2zdp j cioè ^ = ?^, il cui integrale è 

z == bp* essendo b un' altra costante arbitraria . 

Finalmente se nella prima equazione sostituiamo dp per 
dy > € bp' per z> e dividiamo per p^ f avremo bdp — dio; =5 o , 
il cui integrale è ar == bp '^ e , essendo e la terza costante ar- 
bitraria . 

Per mezzo di qnesfl tre integrali troviamo 1 valori delle 
tre costanti a 9 ò , <? , ed avremo 

p ' p 

Frattanto se nell' equazione 

dz — pdx — q^dy =: o si sostituisce per q il valore — 9 ella 
diviene 

dz — pdx — ?^ =5 o ; e se in luogo di x ^y ^z si pongono 

le espressioni trovate qui sopra in p ^a jb yC ^ riguardando le 
quantità àjbyC come variabili , si ha la* trasformata 

p^db H^ %bpdp — p\db — bpdp y-pdc — bpdp — bpda = o > 

la quale 9 scancellando ciò che si distrugge j e dividendo in se* 
guito per p y diviene semplicemente de — bda = o * 
Dunque facendo h = "fa 9 e ^s=^ pa^^ si avrà 

(^) H- 'J'a = o , che ci dà. Ta = — (^) : in questa guisa 
avremo il sistema di queste due equazioni R = ^(P)> 

Q = — (^^r- ) P*r rappresentare i' integrale completo della 

proposta . 

Se ora noi indichiamo per ^' ( P ) la dif&renziale parziale 

(^^^), e poniamo invece di P,Q,R i respettivi valori, 
avremo 

a: — — ^^(j'-^p)» ^=^ -^ piy — p) > d'onde bisogne- 
rà eliminare p , e la fuilzione (f>{y — p) resterà arbitraria . 
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Un' ìmportantissitna osservazìodc è la seguente : allorché si 
sono trovati dae integrali contenendo due costanti arbitrarie t. 
come z= p -h ^ 7 ^ ^ = jp*i» sefiibrcrebbe che T eliminazio- 
ne di p potesse dare un - integrale con due costanti arbitrarie 9 
che sarebbe per conseguenza l'integrale completo della- propo^ 
sta 9 e potrebbe sempre cangiarsi io un altro che contenesse la 
funzione arbitraria : avremmo ifa questa guisa z = b{y -^. a)*: 
è facile però vedere che quest' equazione nou sod^isi^ alla 
proposta 

Lo stesso avverrebbe se si volesse eliminare p dalla secon- 
da e la terza equazione; si avrebbe allora 

e = a; — V{f>z)^ cioè z = i^II-i^-, ciò che darebbe (^ ) =:= p. 

Ma se si adoprasse.la p];ima e l' ultima ^ T eliminazióne di 

^" " • 

p ci darebbe e = a? -^^ > d' onde si ricava 

z = {x — e) (y — a) : quest' equazione dà 

r~) =2: 07 — € y f — ) = y — ttt e tai valori soddisfanno alla 

proposta • 

La ragione di queste anomalìe si legge ridr equazione 
de ^ hda = o qui sopra trovata. 

Ella fa redere che le ^e quantità a 9 e ponno esser co- 
stanti insieme ^ che perciò le due equazioni P = d , R =: e 
sussistono insieme , di modo che eliminando p si ha un' equa- 
zione in cc^y yZ e le due costanti arbitrarie ^.9 e > che saia 
per conseg4]enza V integrale completo della proposta ; ma 1^ c- 
quazione non sarebbe adempita per la semplice supposizione di 
a e 5 9 ovvero di 6 ed a contanti, insieme : e di qui segue che 
le due equazioni P = a > Q = 6 , ovvero Q = 6 , R ==€ 
prese insieme non soddisfanno alla proposta. i 

§. 247. E si può per altro trovare T integj*alc cooipletQ. per 
mezzo di una sola di queste equazioni P ==:= a , Q;=ì: 6, R =5 e; 

Tom. III. M m • 
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l^sa infatti ci. dà no traloFO di p espresso iù x^y^z ed nna 
costante arbitraria; e siccome questo valore soddisfa air eq na- 
zione del ptiiDO orditie io x^y^z e p^ esso renderà V equazione 
rd% — pdx ' — qdy = o capace d' integrazione : così basterà 
-tercare quèst' integrale aggìwsgeodovi una costante arbitraria , e 
$\ avrà r int)egirale eoaiplato della proposta con due costanti ar- 
bitrarie . 

Si potrà anche ricavare dair eqiiazione trovata il valore 



di p in X ^y ^z\ e siccome p = {^) , se ne cercherà V inte- 



dx 



graie riguardando variabili soltanto z ed x : quest' equazione 
potrà allora contenere una funzione arbitraria di y^ che si de- 
terminerà facilmente pei* mezzo dell* equazione proposta : e sic- 
come questa è del primo ordine , la funzione conterrà almeno 
Huà costarle arbitraria ^ di modo che si avrà nuovamente hq 
integrale- completo con due costanti arbitrarie . 

Neir esempio precedente prendiamo la prima equazione 
;= a , cioè y — pz==za: ella ci dà ^p =j — a ; e siccome si ha 

o = — , sarà q = w.!L. . . 

Sostituiti questi due valori «eir eqa^2imie dz — pda; — 
qdy == o , danno 

djs— {y — à) dx 5f[^ £= o^ e quest* equazione divisa per 

y — a , ha per integrale 

— ^- ^ H- e = o. I ove e è una nuova costante arbitraria ; 

't^ale eqtiafcione è quelk trovata qui sppca per mezzo deir eli- 
minazione di p . 

lia medesima equazione p = jf — a diviene ( — ) = 
y — Uy QTMindo in vece di p vi si pone il suo valore (^). 

, L'integrale poi òxdz^s=r {y — a)dxh z =^{y — ^) (^ — Y) 
indicando per Y una funzione arbitraria di y k^ 

Se ora prendiamo le differenziali parziali di z per rappor* 
to ad 07 e per rapporto ad y , avremo 
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(g)=j^ — a, (g) = i» — Y-(^-^o)(^p: esostitàenu 
do queste espreisioni nella proposta 

x = (g)(^), si ha 

( j. - a ) ( * - Y ) = (^ - a ) ( ;»? - Y ) ^ (^ ^ a )»Y', 

essendo Y' = (— ) : da qoe«*»ltima equaziooe si ricava Y' = ò» 

e per coaseguenza Y =: e prendendo per e una costante arbi- 
traria : r integrale dunque diviene 
z ^=^ iy -^ à)ix -^ c)y come sopra .. 

Per ricavare ck qnest' eqnaziane r integrate completato con 
«na fanzione arbitraria, basterà fare <?=. ^(a)» e prendere 
}a differecizia}e solo relativamente ad a: si avrà allora il siste- 
ma di queste due equazioni 

z ^ {y ^ a) {x — pa) j x — <p{a) -+ (y — a) ^'a == o 

d' onde si dovrà eliminare a. 

Per confrontare queste equazioni con quelle trovate supe- 
riormeiite q^J ffietodo geuerslip, serve metterle sotto questa foriaa 

X •— = 005. — - — = c>'ai giacché potendo noi mette- 

re invece d^lla quantità ^y che debbe essere eliminata ,, qualun- 
que quantità, se vi si pane jy — p inve^^edi a y sì haqnq le 
stesse equazioni di già trovate , tra le quali conviene elimi- 
nare o . 

Le dottrine da noi e^oste riguardo air integrazione delle 
equazioni a differenziali parziali del piima ordine > debbonsi 
airimawrtale La -Grange: questo Geometra dopo averle date 
con minor per/ewoqe in , diverse sue Opere , le ha di nuovo 
trattate nel Tomo quinto del Giornale della Scuola Politecnica . 

§..348. La Teorìa dell'equazioni a differenziali parziali de- 
gli ordini superiori è quasi bambina , e da quel che diremo to- 
pra ^i essa-, rileveranno i nostri Lettori ,• quapto ristretti sono 
i limiti che circoscrivono ciò che ne sappiamo . 

Primieramente osservo che se in una equazione a differen- 
ze parziali ( noi adopriamo indistintamente il nome di Diffe- 
renziali Parziali , e di Differenze Parziali , per quanto sa- 



i \ 



276 MATEMATICA SUBLIME 

rebbe più rigoroso fare uso soltanto del primo nome ; è pei% 
ricevuto presso i Geometri più generalmente il secondo } di 
qualunque ordine a tre variabili x^y^z non si troveranno che 
le differenziali parziali di z relativamente ad una sola varia- 
bile , X per esempio \ se ne potrà ottenére addirittura Y inte- 
grale : sopporremo infatti j^ costante > ed integrata come una e- 
quazione a differenze ordinarie*, porremo invece delle costanti 
arbitrarie' tante funzioni arbitrarie di y . - 

Se poi r equazione fosse tra un inaggior numero di varia- 
bili , Xyy^u ec. , Zy e non vi si trovassero che i differen- 
ziali parziali di z relativamente ad a? , allora operando come 
abbiam detto, dovremmo invece delle costanti arbitrarie sosti- 
tuire tante funzioni arbitrarie delle altre variabili y ^ u ec. , 1^ 
quali neir integrazione vogliono^esser considerate come costanti > 

A questi due casi ponno ridursi le integrazioni delle 0^ 
quazioni ' ^ 

«>{*.j'.(g).(S^').(-^.^)'----(^9-)> = ° 



f>X<x^,y ,uy (— -) , i-^j-^ ) » ^lir^^^ìi 



ec. ea v 

1 



celle quali i primi membri sono funzioni delle quantità poste 
tra le parentesi : infatti per la prima faccio 

(^) = w, ed essa diverrà 

^{^.J', «>(-)»(—)» (£^)}=^' la qnale s' inte- 

grerà nella supposizione di y costante, ed invece delle to co- 
stanti arbitrarie > vi porremo un numero m di funzioni arbitra- 
rie di y . / ' 
Trovato questo integrale , ne ricaveremo da esso il valore 

di (0 , ovvero { — > dato per a? , j^ e per quelle m funzioni • 

• Per ottener© poi z , integreremo quest' ultima equazione 
nella supposizione di x costante, e ne completeremo T integra- 
le con un numero n di funzioni arbitrarie di a? r il valore di 
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z conterrebbe allora nri numero m ^ n ài lunzioni arbitrarie . 
Per esempio Y equazione 



<£'« 



y -+ oc?" — (v"rr) = ^ P^^ integrarsi nel modo iijdìcato. Fac- 
ciasi (i^) = tì, ed avremo 

y H- 5c* — (t-t) ^= ^ > il cui integrale nella supposizione di 
y costante > è 



" = (g) = ^-*-^'*-/(j')-*-^/'(^)» essendo /y, 
^j^ due diverse funzioni arbitrarie di j^ . In seguito si avrà 



** 9^ _• *V 



"^ = 1-7-^ 3-^ H-«r/dj/(^)^/4y/'(>)H./"(*)» ovvero 

Sia 

2 = — . ^! — l- ^ H- «Fy H- Fy H- F'o? : indicando per F , 

F' , F" tre funzioni arbitrarie delle variabili che vi sono uake . 
Eignardo all' altra equazione.» poniamo 

(^^) = «> e diverrà 

tegrerà riguardando j^ ed i^ come costanti > e neir integrale com- 
pleto invece delle p costanti arbitrarie , porremo un egual nu- 
mero di funzioni arbitrarie éì y ^u: otterremo in questa guisa 
il valore di w dato per x^y^u e per quelle p funzioni ar- 
bitrarie . 

Sia pertanto 

w = (-^ì;jt) == ^ {^ ^y ì^) qnesto valore; se noi facciamo 
( j^ ) = $ si avrà . 1* equazione 

{jl) =F(a?,j»,M),la quale integrata nella snpposizione di 

,x ed u costanti 9 ci darà per b un valore espresso in x ^y ^u 
ed un numero m di costanti arbitrarie , le quali saranno fun- 
zioui di a; e ài u . Così il valore di fl conterrà un numero 
TiH^p di. funzioni arbitrarie. 



/ 



^ 
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Sia' d = (-^) = Y(a;,j^,i/), ed integrando quest* equa- 

zione nella snpposizionc ^\ x^y costanti, si avrà per z qn'c- 
spressioM la quale conterrà , oltre le funzioni che già si tro- 
vano in queir equazione > nn numero h di costanti aibitrarie , 
ciascuna delle quali dovrà essere una funzione di x^y: così 
r espressione di z conterrà un numero m '^ n ^ p di funzio- 
ni arbitrarie . 

Per esempio sia V equazione 
xyu — (^ ) :=: o , e quindi w == — ^ '-i'fiy tu): dunque 

(|) = ^f-^/(:>',«), e quindi 

(|) = ^f H./cf«./(>;«)H-/'(cc,^). 

L' integrale infine di ijuest' ultima equazione ci da 

2.2.2 
ovvero 



fdyfdu.f{y,u)^/dy.f{xiy)Hrf'{x,u): 






^ — H"T^^(^'^) ^ ^'i^O) H- F"(jc,m) indicando per 



F , F' > F'' tre funzioni arbitrarie delle variabili poste tra le pa- 
rentesi . Si avverta che qtii le variabili Xyy^t sono indipenden- 
ti tra loro . 

§. 249. Veniamo adesso ali* integrazione delle equazioni a 
difier&uze parziali dell' ordine secondo fra tre variabili xfy^z^ 
Facciamo 

p = (f:). s= (g). >• = (£-:). s = c^'), t = c^.), 

e supponiamo di più che nel!' equazione da integrarsi le quan- 



/ 
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tità r^s yt non yì siano elevate al di là della potestà lineare ; 
sia dunque proposta V equazione 

(5?) -^ ^(;S^) ^ ^(£-») -+^^0, nella quale M , N , L 

siano funzioni date di x\y j Zyp ^q . 

Essendo p » q dne funzioni ancora esse di ix^y ^ e suppo- 
nendo che y sia funzione di x 9 senza però che nulla si sta- 
bilisca sopra la di loro relazione 9 si avrà ^ * 

(g) = rH-s(g),(g):=:5-hf<g), e d^uoeste eqnazio- 
ni ricaveremo 

- = (£)-*(£). ' = {(g)-*}-(g)- 

( Si osservi che essendo p funzione dì x^y ^ noi abbiamo in- 
dicato per (^) la differenziale totale di p presa per rapporto 
ad X quando y è riguardato come funzione dì x : questo segno 

(-^) avria potuto accentarsi per distinguersi dal caso in cui es- 

(SO dee signriiGare la differenziale parziale relativamente ad x 
solo.: si dica lo stesso pQr q ) sóstrtuiamo questi valori nella 
proposta 9 ed ^sa diverrà 



(S)(g)-^N{|)H.L(é)-.{(gr-M(g)-<.N>=o. 

Se ora moltiplichiamo tutta <}uesta equazione per dx ^ ^ 

. fonìavuo dp i dq -t dy invecjB di (^J^* ^2^*^' ^S^^' *" 
vremo 
( A ) djpdy -t- "^dqdx -f- hdxdy — s (dy* — Utixdy -f 

A questa equazione soddisfaremo se avremo . 

. P . f dpdy -h ì^dqdx h- hdxdy = o 

^ ^ l dy' — Mdxdy h- Nrfo;* =t o 

©ra^k seconda di queste due equazioni si decompone in queste due 



/ 



• 



/ 



\ 
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dy — mdx = o , dy — ^dx = o essendo m^^ le radici di que- 
sta eqaazione di secondo grado 

a* — M« H- N = o : avremo dunque questi due sistemi di e- 
quazioni 

{dpdy H^ TSdqdx H- hdxdy = o # 
dy — adoe .= o . 



/-' 



r dp^y H- ISdqdx H- hdxdy 
'^ dy — /Bdo? = o, 



ovvero ponendo nelle prime equazioni il valore di y ricavato 
dalle seconde t 

/ j \ r otdp •+► ISdq H- L^da? = o 

L rfy — ddx = o 

( a ) . . / ^^^ ^ ^^5 ^ h^dx = 

X jtfy — fidx =0 

ciascuno dei quali soddisfa air equazione ( A ) . 

Sipponiamo che in qualche modo si ricavino dal sisfema ( i ) 
due equazioni V = a , U = 6 , le quali ne siano gì' integra- 
li completi per essere a , & costanti arbitrarie , ò possano tenere 
il loro luogo per esserne dipendenti» e sarà allora U = p(V) 
un integrale primo completo dell' equazione proposta : infatti la 
preposta è soddisfatta quando lo è 1' equazione {\A ) cui essa 
conduce; T equazione (A) è soddisfatta quando lo sono V equa- 
zioni ( I ) : queste sono soddisfatte da V == a > U = ò , ov- 
vero dV === o , dU == o : dunque la proposta sarà soddisfatta 
da queste medesime equazioni « 

Ora r equazione U = ?> ( V) dandoci dU ~ (^) JV = o , 

e dovendo essere vera indipendentemente 'dalla forma della fun- 
zione , ci somministra appunto dÙ = o , dV = o : essa dun- 
que soddisfarà alla proposta , e ne sarà in conseguenza V in- 
tegrale primo completo- 

Chiamasi integrale primo di un* equazione a differenze par- 
ziali del secondo ordine 9 un' equazione di primo ordine da cui 



I 
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mo completo • 

Kenderemo con fisempj più chiara questa Xeorìa . 

§. 250. Per un primo esempio supponiamo che i coefficien- 
ti M » N , L siano quantità costanti ; V integra allora -dell' e- 
qnazióne 



[^) H- M(^L^) H- N(5J5) H-L ;= dipenderà da.uno dei 

sopra trovati sistemi 

* 

l U • • • • • •< , j 

« 

i qnaii I rn «questo caso 9 «ono facìl&siini « grattarsi mercè, dei 
coefficienti costanti . Jje due quantità ifl( 9 P :SOno le ^dici .dcir e- 
quazione 

A* H- M^ ^ TT = o. . ' 

Integrancio le equazioni >) Je quali compongono il primo si. 
stema ^ si trova. 

ap -4- Ngr h- L/mc = ^ > j' — i»jc =» fl 9 iGsseado ii ^ a ^Ufi co- . 
stanti arbitrarie : sarà dunque 

ptp -+ Ny H* I^^wp = ^ ( jf — A« ) nno degli integrali primi 
completi / • 

Dal secondo sistema poi si ottiene 
^p H- Ny H* Lp» = T(jr — P^ ) > «he sarà T altro integra- 

le primo completo . 

Essendo ciascuno di questi integrali primi un' equazione a 
^fierenze parziali del primo ordine 9 potrà integrarsi per ciò 
che abbiamo detto ( §. 240 ) e si avrà allora 1* integrale fini- 
to complete della proposta 9 qualunque* sia qtsello dc^ii integra- 

Tom. ni. N n 
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li primi , ch^ s' integra di nuovo , giacché aaibedue daranno 
Jio stesso risultato . In questa guisa per injt^rare V equazione. 

«(/) H-N(--?) ^L«x. — p(y — ax)=zo dovremo integra- 

re le due equazioni a differenze ordinarie 

dy (f ^ =5 o 



dz H- La;cia? = ^ dxp(y — «ar) = dxp(y — ax ). consicfc- 

rsndo la costante a come conteaatà entro la funzione arbitra- 
ria ^ . 

■ 

La prima di queste equazioni ci dà 
j^ 7— — * = a% e la seconda 

z •^ — fdx p{y — «a; ) = 5' ; ma essendo N = «/S la pri- 
ma equazione si. ri duce a 

y — fSx =^ a* y e ponendo nella secon^ invece di y il suo va- 
lore a H- ^^ > ella diverrà 






jj^ ,4, !±' __ F /a' H- (^ -i- »)»} = h\ ovverei 

L' integrate dunque finito completo della proposta sarà 
z -*. ^ — V{y — *» ) =^fiy — ^ ) , ove F ,/' indicano 

due funzioni arbitrarie delle q^uamità che sopo tra le parentesi. 
Trattando egualmente V altro integrale pi'imo > »i giungereb- 
be allo stesso risultato . . 

■ Avrebbe potuto trovarsi Io stesso integrale finito sostitoen- 
do neir equazione 

dz = pdx -4- qdy ^ i valori di j> e di ^, e facendone in segui- 
to r iiitegrazione : infatti i due ottenuti integrali primi ci dan- 
no per p e per g questi valori 

\ 
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lux ^ JdJL=Jt?lzJili:É!ù 

^ * 0,^^ fi 



• » 



^a ?= — Lopiia? -i- ^^^^ìrjT) ( «^^ ^^ <^^ X^ ( ^ — «« ) 
__1_ ( fidx -~ <£y ) T (^ — ^a? ) » che integratt ci 

orvero , considerando i coefficieati costanti coatenuti «ntxo le 
funziùni arbitrarie** 

«=5 — — ^F(^ — ««) ^f{y — j3») > come «opca« 

Possiamo dare anche altre forme a questo integmle finito: 
«e noi poniamo infatti 

n{y — axy ^m{y — P^ )% e determiniamo jn ed /z 
in maniera che 

72»* H- ^P* c=' — y TiM^ mfi =: p ^ sì avrà r integrale finito 
così espresso 

z = — ^ **• ^' ( J' — *« ) "+y (^ — P» ) » e determioaa- 
jdole in modo che 

n»* H- /n/3' = ~ 9 m *{* ^z = o > si ha ancora qoest' altra «- 



spressìotie per T integrale finito 



M 



Tntte queste espressioni dell integrale finito i per q[uanto di- 
verse in apparenza > sono in sostanza la stejssa, còsa : si potreb- 
bero verificare con la differenziazione 

§. 251. Se neir esempio precedente la quantità L fosse u« 
na fanzìone di x e Ai y ^ ecco allora come si tratterebbe.! 



/ 
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Giunti al solito al sistema delle dofi equazioni 
adp -4- Ncfj H- hadx = b , tìfy — «cfa? = x> , avremmo sa- 
bito dalla seconda 

y — oLX ^= Qy quindi y = a ^ ax : la prima por ci darà 
ap -4* Ng H* mfhdocr = 6 > e¥e L sarà solo traa fiMUcione ài x ^ 
da che per y avrem posto il respettivo valore .. Sarà dunque 
mp H- N5 H- afhdx =^(^ — are) un integrale primo- com- 
pleto della ^opofta : egnalnifiute potrebbe trovarsi Y altro iace* 
graie primo . 

Soppomama che esagoits T ioMgrazione aia /hdx ^^V j 
e riponendo in .V per a il suo valore » tornerà V ad essere 
una funzione ói-x^yy e T integrale prima sarà 

mp H* Ng -+ aY =i ^(y — «x ) ; T integrale cfompleto poi dì 

qnest^ eqaa^kne s difTereuze parziali del primo ordioe y sarà 
r ìmegrale finito completo della proposta • 

Per ottenerlo^ si perverrà come nel caso considerato qui so- 
pra> al sistema di queste due equazioni dii&ceaziali ordinarie» 

dy — ~.{far= o, dz ^Vdx := — dxp{ y — ator). 

La prima ci dà 

y — — a?== oTy e quindi y =i a ^^ Xy e questo valore dì jr 

sostituito in V , rende V soltanto funzione di x . Ragiojiando 
ora come al $. aotecedente » avreiHO per. V intograk completo 
della proposta 
z ^^/Vdx — F(^ — ^x) =f{y — fix): V unica diflfereuza 

consiste nel secondo termine : ivi è -^ ^ quivi fVdx . 

Supponiamo che eseguita che sia Y integrazione > abbiasi 
fYdx = V , sarà V noa sola faneione di « : se però ripo- 
oiamo ia esso Invece di a' il sno valore 7 — ' -r *» tornerà al- 
lora ad essere tina funzione dt or e di j^ • 

Sia. per esempio Iji=3!/p' -4-»/ » si avrà 

fhdx = {x» H- * ( « H- «« )} É?* '^ j H- ^ H* Y > <1""**^* 
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«' . «4f' . ^ «• / .. \ «' 



/Vd«={=:(t-i)-t.Ì(aH.p»)>d,=.il(l-i)H. 

* 

^ H- — > e qaindi fatta, a a=s ^ — |8» 
-^(i — •— j5)^-*!*; sttf à. pertanto 

3-4 • a a 3.3 *^ 



r integrale completo deir equazione 



(jìt!) -^ 'M(^) H- N(^) -h ^* ^.x:^ :^ o , ove ]yL,N sono 

quantità costanti . 

§. 352. Per integrare T equazione 
y r — 2p55 H*jpV = o ne faremo il paragone con la formula 
generale del §. 1249 . .^vremo allora 

M = — ?^, N = ^,Lr=*o, e le due equazioai ( E ) di 
quel §. sono nel nostro caso 

dpdy H- —^ dqdx = o 9 dy' h- — dxdy H- ^ do?* = o • 

Il primo membro della seconda % un quadrato perfetto j e 
perciò le due equazioni in cui essa sì decoroporrày saranno e- 
guali 9 e quei due sistemi (1)9(2) si ridurranno ad un sqIo 

dpdy H- -i dqdx = o 9 qdy H* pdx = o 9 ovvero ponendo 

nella prima il valore *di. y ricavajto Óalla seconda 

qdp — pdq == Q , jpdac Sn 9^'j' 5=? Q ; la prima di queste e- 

quaziooi cl^dà -^. =3'6 9 e la seconda, essendp 



pdy ^ qdx = dz y ci dà 2; = a 9 quindi un integrale primo 
sarà p = qV^(z) . 

Per avere V altro integrale* primo ali* equazione 

qdp — pdq :?=: Q oioliiplìcata per 4 r aggiuagiamo la seconda 



• « 
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pdx H- q4y ==^ ^ moltiplicata per -^ , ed avremo 
Wfrff-/^f) ^df^dy^o, il coi intc^le è 



^ <^ y :=: b: avremo io consegaen»i 

*? H- ^ = /( * ) P«r esprimere l' altro lategrale primo della 

proposta . 

L' integrale fìaìto poi si può subito ottenere eliminando . 

t. per mezzo dei due integrali primi , e si ha 

x¥{z) H-j' =/(«)♦ cke è il cercato integrale completo, 
perchè F(a),^(z) rappresentano due diverse funzioni arbitra- 
rie di js . 

Sia proposta Y eqnaziene 

( JP) - (^y-^ ri^ (è) = o , ed il di lei integrale dipea- 

derà da questi due sistemi d* equazioni 



(I) 




o, 



(a) - . . . 



da ciascuno dei quali dovrebbesi ricavate no integrale primo . 
La seconda equazione del sistema (i) ci dk y — a(7==at 
quindi ^ = ^ h- ^ » e perciò la prima diverrà 



dp — cZg H- —^— dfa; =s o ^ ed à'causa di dy — da? = o^ ella 



2x-ha 



si potrà così trasformare 

dp — dq ^ — ^ ^pdx -+pdx ^q{dy -^ cfwt?)} =0, ovvero 



tfp — <f g H — (pdx — qdx -+ dz) = o t il cui integrale è 



2x -^ a 
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(p — g ) ( a« H* a ) H* 22; = 6 ^ e !• integrale primo completo 
(p. — 5)(2a(rH*a)-H asst=F(a), e riponendo per a il 
suo valcnre 

La seconda equazione dell' altro sistema ci dà ^ h« ^ = aS 
la quale cangia la prima in 

dp ^ da —^ ^ cfoT s=r è 9 che non potendo integrarsi ^ oi dice 

non essere ottenibile un altro integrale primo • 

Per avere V integrale completo cercato > trovisi V integrale 
dell' equazione del primo ordine 

— 9 H- . ^^ = O . 

Applicandovi la regola data al §. 240 > si avrà il sistema 
dt queste due equazioni 

dy^dx^o, dz-^ /lÌ!Lzy±=^\ do? = o , dagr integrali 



2* -- 2» 

e 



delle qqàli dipende V integrale cercato • 

Là prima ha per integrale y ^ x =^ a^ e questo cangia 
la seconda in 

■ 

di5 H- — ^ = ^ ^^^^^ dx ^ il cui integrale si ricava da ciò 

> * 

che è detto al §. 125 , ed è 

"^ C H- /"e * . ^^*~*' dx j essendo G nna costante 

arbitraria - 

L' intégrale danqae completo della nostra equazione sarà 

zsrse ''*^''[^^(jc-hj')-f»/e*. ^ ^ ?* ~ * -^ c?a7 j > facendovi 

a = « H* ^ sid integrazione eseguita . • 

^. 253. Prendiamo ora a considerare Inequazione generale 
lineare del secondo ordine 



a88 
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(A)....(£5)H.M(^)H.N($!J 



Li^) fn'iì 



Qz H- T =3 o, nella quale M , N , L , P , Q , T boss firn- 

zioni dì X ^y . 

Noi potremo ndorre qbest^ equazione più 9eiB.plioo fintroda- 
cendo opportunamente due altre variabili w»f invece ài x^y* 

Supponiamo dunque che z sia funzione di due variabili u) , » 
essendo ciascuna di queste funzione 4a determi narrsl ^i x^y: 
avremo allora 



jt 






(t) ir.) -*■ C-kU'^i) ' 



4v' ^ dy 



dò^'^dy 









^Ct)' 



4x 



d^d^ 



)(^)tS)H-(^')(:=)-H- 



dJT 



VJT 



4^^' 



dx 






dz^ 



^%^'^^^' 



d*t 



^ dxdy ' 



(0) (g) (S) -^ (|jr) {(s)5[|) -^ <^'> (£■)}■ 



l/'« 



d^H \ / d^\^ 









9 



d^\ / d9\ \ ' /v/S5 



(ss)i'^)(-|)-^<i?>(?)''<- 



rf«\ /d*<«\ . ,d»\id*^ 



(OS \ /g » \ ^ . ( ^\ { Z— ^ 



Facciamo le respettive sostituzioni nella proposta > ed es- 
sa prenderà la forma 

«(£-•) H-M'(^) ^N-(£?) -^L'Cf:) H-P-rg) -*• Q» H- 



o y essendo 



dtd \1 



d(a\r^w 



d(a\% 



R = (^)-H-M(g)t^)H-N(^p-, 

M- = a(£)(^)-.M{(g){t').(f:)(g))-.aN,(0){f). 



dfi\ fà% 
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</• \» . lilf f ^^\ ft^\ . TVT / i/d 



N'==(^rH.M(j-:)(|)H.N(|r, 



Ora essendo -w , fl dire funzioni indetcrniioate 6i x^^y fac- 
ciamole tali che annaIJino i coefficienti R,N', ed allora 1' e- 
<]nazJone ^i ridurrà di questa forma più •semplice assai della pro^- 
posta ( A ) . 

(E) .... (i^i) -f A(g) -I- B(5) ^Cz^V -o, nelU 

V 

ijaaleT le variabili sono -w , * ^ js ; ^ed i coefficienti A , B ^ C so- 
no funzioni delle u) ^ d ; infatti le condizioni ohe abLLaino a[>« 
poste alla determinazione di io e 4 > ci danno 

te 

/ .dalle quali « ricava 

iB) = (|) {- T M - ■v'Ct M' - N)> :^ 

queste sono due -equazioni a differenze parziali del primo ordi- 
ne : integrandole dunque (240), troveremo per to e 6 una infi- 
.nità di valori , tra i quali scieglier potremo i più semplici ; 
per mézzo di essi poi troveremo i valori di x^y espressi in 
10 e 9 che costituiti nei coefficienti della' proposta ^ li cangeran- 
no in altrettante funzioni di w , 6 . 

La trasformazione per «mezzo della quale Y equazione ( A ) 
* ^ è ridotta ad una forma assai più semplice ( E ) , , non può se- 
guire in dee casi ^ ohe io mi accingo a decifrare . 

Tom. Ili Oo 
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Ri^rGiidìamo V equazióne 

(A)....(^-l?)H-M(;è'^)^N(9)H.L(g)H.P(|)H. 

Q2? -j- T = ó . ^ 

Se fosse M = o , N ==5 o , essa ridurrebbesi 

d*» \ . T f d*\ . TI / </« 



(|r.) -t- I^(H) -^ P(S) -i- 92^ H- T == Q , e si avrebbe 
(J'') = o, (^) = 05 per il ehe w , 4 debbono- essere funzio^ 



dx^ ^ ^dx ^ 



ni della sola y , e quindi non possiamo determinare x in fon- 
zione di co e di ft . > - 

Il secondo caso Ija luogo quando N = -j M* ; poiché allo* 
nt abbiamor 

(f:) = - TM(t). « (I) = - tM(^). ed » vieae ad 

« 

essere funzione di fl . 

• 

Le due variabili ta , ft non sono piii indipendenti T una 
dair altra r e sicco^ne a; , jy la sono > nott ponno perciò esser da- 
te ciascuna in funzione ^di co , d . 

In questo caso ci regoleremo così: lasciando stare y, sup- 
poniamo che z sia una funzione di j e di co ,> essendo anche oo 
una funzione di x^y dato da qnest' equazione 

(^) = — i. ]\i(f?); gi avrà allora x in funzfone di w^ e di j^^ 
€ quindi 

V ^jf / — \d4>) \4ix) ^ \dyJ ' — Wó) M 4/jf / ^*" w> / • 

la quantità (y)' ci indica il coefEcientc di dy nella differenza- 
di z considerata come funzione di co e di j^ : avremo in seguito* 

/ J*e x ( ^\ r — \' _!. ( Ù\ f — \ 

Wr~J — \dv*J\àJtJ ^^W.)/W^»;> 

\dxdy ) — W»*-' yJx) ^djJ "^ \ di»dyi \dxf "^ Wa^ ^dxdy ) *■ 
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ora se uoi sostituianio questi valori nell' equazione (A)> e vi 
facciamo 

N = ^M% (^^) = - 7M(g), >.veddcheellasipiiòri. 

durre a quest* altra forma più semplice 

(E-) .... (^!r H- A'(g)' -4. B'Cg) H- Gz ^ V; = o ; 

di maniera che V equazione (A) sarà sem^e riducibile nd li- 
na di queste due forme 

(^ì^r) -^ A(.g) H- B(g) H- Cz H- V = o , 
(7>) -*• «(^) -»■ *(è') -^ *^^ -^ V4= o . 
§. 254. Consideriamo pertanto T equazione 
(E) . . . . (i^) -^ A(g) H. B(g) ^Cz^V^o. 



I 



Per integrarla io faccio «= e^, indicando per ^ , /3 due 
funzioni di a?>^ da determinarsi. Ciò posto, la suddetta equa- 
zione (E) si cangerà nella 

poniamo per determinare a 
(0--(?)H-B=;=o, e per determinare ^ , 

(»)•••• (,^) H- <(f ) -»■ A>(^f) =— V«-"i bisagnerà 
allora che queste due equazioni soddisfacciano alla terza 

L'equazione (i) ci dà subito 



—flt 



/ 
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« = — /Bdx H- p(y)t e sostituendo questo valore di « nelF^-c- 
quazione ( 3 ) > debbe questa esser soddisfatta > per il che si ha 



C = AB ^ (?) 



In quest'ultima equazione è contenuta la relazione che regnar 
dee tra i coefficienti della proposta y onde abbiasi per integrale 



e^fi. 



Per soddisfare air equazione (P) potremmo porre anche 



r 



ed allora il valore di « > dalla prima ottenuto y avria dovuto 
rendere identica T equazione 



(3)-....(^-)H-(5)(i:)-4.A(i:)-HB(e) 

ciò che s accede se 



= AB -i- (^): r eqaaiione dunque (E) è integrabile ira 

dx 

questi due casi 

C = ABH-(-)r C = ABh-(^); e T integrala ne è 2;.= 

e*<3 , essendo « , /3 date dalle equazioni ( i ) > ( a ) nel primo» 
caso 5 e dalle ( i / , ( 2)' néir altro . 

Sono dunque integrabili queste due equazioni: 

(t";;' -^ A (g)-^B(|) -4. {AB-v (g)> » -H r = o . 

L* equazioni poi ( a ) , { 2 )' sono facili ad integrarsi : io- 
fatti per la (3) facendo (^) == m> si ha 

(^i*)^ >[(^)-|.A} m =?: — Ve""*, equazione del primo or- 



"^s 



y 
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dine di cui T iategralé si è dato Al §. 125. > t trovato u> sì 
ha subito /3 =^ fùdx H-^(>). ^ 

Il simile si dicA dell'equazione (2)'; 

Per faroK: un esempio^ sia proposta T equazione- 

(^) 1-(^) i-f^) H- — — T7 ^ = o: facendo 

G = — l—— , A = — -1- = B , si ha appunto 

G = AB •{• (^)i dunque essa è integrabile, ed il suo inte- 

/ \ 

graie è j5 =2 e /?, quaniW « > ^ si deterininino per mezzo di 
quéste equazioni' 



/ 



V 



La prima dà ^ 

Z^^(x — jf)»|*^ Cosi ; e siecome la costante può es- 
sere una funzione di x\ perciò si^ avrà 

m =: l ^— , e quindi e* = J^ essendo fx funzione arbitra^ 
ria di a(r. 

Per iategrare Taltra, acciaino (^) = u, e ri aria 

a= l'^-f^yTlyy essendo ^(j') nna funzione arbitraria di y» 

Trovato u^ si sivià (3 e saia 

gi^fudy^fj^^Sy2dy^Lf{x-^yy^{y)dyi 
avremo .pertanto 
^="^{/(«—j^)'T(j^)<fy-i.F(«)}, e quindi 




w 
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y 



^yJ{^ - yy^U)ày H^ ;^^ì?ix), essen- 
do F(^) una funzione arbitraria di a?^ e,Y(j^) Ai y . Se si 
fiicesse y(j) = o, si avrebbe per z il valore particolajre 

§. -25*5. Sopponiamo ora che nell* equazione, 
(^) ^ A(?) ^ B(^*) -^ Gz H- V = D, non sia 

C = AB H- C^) , ne = AB H- (^): la più piccola rìflfissio- 

f 

ne ci farà vedere cke possiamo dare all' equazione la ibi;xna 
^(^^)-*-B{(g)H-Az}H.{G-(g)^AB}. 

. V = 0. ._.•..••. 

Ora facciasi z' = ( $ ) -(- Az > e si avrà 
(g) H. Bz' H- {C - (^) -' AB} z H- V = o. 
Facciamo M = C — (^) — AB , « ei veirà 

^ dx ^ 
M^J;^^^^M^^*^^M 

Se noi difFerenziattto questa ultima equazione per rappor- 
to ad ^ , otteniamo V equazione 

\ — y = o I che aggiunta alla precedente moltiplicata 
per A, e facendovi z' invece di'{ — ) -^ Az , diverrà 
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m 

sO-iU(f)-A}(£•)-^-S(g:)-^.{(^)H- 

—A z' -j- z' -+. \-^) -^ A — == o, ovvero moltiplicando 
tatto per M 

AB-+M}:5'^m(^)h-AV = o, nella.^gujae in- 

dicandq per A' il coefEoiente di (— ), per G' quello di z' y 
e per V la quantità indipendeate da z% si otterrà 







COSÌ r integrale deir equazione ( E ) dipqnde dà quello della 
(E'), giacché trovata Zy si ricava z dair integrazione dell'e- 
quazione 

^'={~)^ Azr^il valore di z si può auche avere dall' e-* 

quazione qui sopra trovata 

{^)^ Bz' H- Mz^ V r= o , che ci dà 



dx 

Qnaodo dunque , non essendo integrabile Inequazione (E)> 
lo fosse la (E'), dall'integrale di questa seconda si ricavereb- 
Le quello della prima . 

L' equazione (E') è integrabile in questi due casi » 

C = A'B H- if) j C' = A'B ^ {^) : \n questi casi anche 
f^ì^rà dunque integrabile la proposta • 



N 



/ 



y 



— \ 
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Facendo 2;' = (^-) H- Ba, avrebbe potuto dednrsi dair e- 



dx 

quaziooe (E) T equazione 



(f^)-^A(^l)H.{B^L(g)}^-)H.{M(lf) 



^ 



ABh-M}z'h-m(^)-ì.BV = o, ovvero 

essendo ^ 

/ 3I = CÌL(^) _ AB. 

Dall' integrale dell* equazione (F) dipende quello della 
(E), e pereto questa sarà ancora iotegrabile nei due casi 

C = AF H- (^') , G «. AB' ^ (^) . 

dj ' ^ dx ' 

Se neppure i «riterj d* integrabilità dell* equazione 

(E-) (|:è)-»■A-(f)-^fi('|)-*.CV-^V- = o 

sono soddisfatti « noi ]a ti*asformereiDO in un' altra 

d*%" s . K"fd%"\ \ -D/dz" 



(E") .... (^) H- A"(^') H- B(l^) -{. CV^ V" = 0, 

* ' ^ dxdj ■' ^ dx ' ^ dy ' 

nella qnale z", A'^C^ V" «ono formati di a , A', C, V co- 
me questi qaì di 5; , A , C , V . 

Se poi r equazione (E") ^arà integrabile ^ lo sarà anche 
la ( E' ) ^ ed in conseguenza la ( E ) ; e così di seguito • 

Si veda una M^nioria del Sig. La-Plaoe .negli Atti dell* Ac- 
cademia delle Sciente «773. 

§ ^56. Per farue un esempio^ sia T equazione 

Fattone il paragone con T equazione (A) del §. ^(y'^^^ si ha 



/ 



\ 
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M=»0,N=:r-I,L=« — 2,Q==o, T=0, P = Oi 

e volendone la trasforin azione in Un* altra tra le variabili u » t , si 
hanno qneste idae equazioni per la ^determinazione delle àue nuo- 
ve variabili 

f^Y = (p)\ (PY t= ( i? )* , afille ^uali «i ricava ' 
(*?) — (^) =t), (i?) H- <?) ===0^ cui Si soddisfa con w=» 

L' integrale dunque tlella proposta sì rìdnce a quello di 
nna equazione di qnesta forma 

(^) H- À(g) H- B( $) H- C» H.T-= o tra due nuove va- 



rìabili (0 9 > le quali sono date in x ^y . 

Abbiansi sottVoccfaio le .denominazioni (del citato §•> e ve- 
dremo ohe , • 

A — -, , ij — - , ^ ^ - , V — - , m 

ft = — .4 , L' = —. j , F = j > e quindi 

» 

A s= ^ , B =^ — ~j , tu =s o, V == o : la trasformata sarà 
-dunque 

z è funzione delle variabili to , d . 

Paragoniamo ora quest' ultima equazione (e) con la (E) 
del §. 254. ) ed avremo 

w = a; , = jf , .A = ——. , B = — rr--,C=o, V = o; 

sarà poi queir equazione integrabile se avrà luogo una di que- 
ste due condizioni 

Tom. Ut P p • 



N 



^ 
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G == AB -^ (^) , C = AB H- (^) : ora non avendo luogo 

alcuna di esse > come potremmo vedere con la sostitoziooc dei 
respcttivi valori di A,B^G> concluderemo che Y equazione 

(e) • • • . (S) H- ji-,(g) - ;4-.(S) = o, non è inte- 

gratile facendo i; = e ^ . 

Per questo incominciamo le trasformazioni di cui si parla 
^ §• 255. ^ e seguendo quanta vi si dice , quest* equazione si 
trasformerà in un' altra 

(«') • • ■ • (ti,) -^ A'(^') H- B(f ) W- CV H- V- = o , 
ove sarà 



/«vi A . A I rrfM't . rr TW I _i» I 



(l)-*'dre^i A' = A-ji(.f);C' 



ABh-M; M = C— t— 7 — -AB » e anindr sosrimcir- 

do 1 valori di C , A , B' , e facendo le indicate differenziazio- 
ni y avremo 

M = -_1— , A' = — -L- , B = T , C == r-zTT' » 

V = o : r equazione dunque cui viene in questa guisa ridot- 
ta la (e) 9 sarà 

Qucst* equazione è quella stessa che presa abbiamo per 
esempio al §. a54. , e per la quale abbiamo ottenuto ( le va- 
riabili Xyy cangiansi in co , d ) . 

s' = _J_/(» — ^y'fi^}d9'h~r.''Pi^)y facendosi I* inte- 
grazione nella supposizione di w costante. 

Trovato z si ha z dalla formula dello stesso §. 255. , 



t 
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^ = -i{VM-B^'H.(g^)}, c per nioi = — ^{V H^ 
Bs'-*.(^)}: sarà dunque 

^esto valore di 2 è T integrale completo dell' equazione 
( e ) , ed in conseguenza della proposta 

(5^) — (^) — T (è) = ° » quando in «sso , ad integrazio- 
ni compite ) si fàccia 

Se noi facciamo T^O = /deT(e), r («) t=/daT («), 
T (A) =if(Uy (fl), r espressione della ;& si ridurrà anche a 
questa più semplice 

z = («- O'f'.CO -4- aT,X«)H-Ft«) - ^.(g), ovvero 
fatto (fj = F(«), 

$• 257. Esponiamo ora na metodo datoci dal Sig. Le -Genere 
per r integrazione deir equazione 

Supponiamo che. quest' equazione sia il risultalo dell' eli- 
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minazione di z? tra le due eq^uazioni a. differenziali, parziali del 
primo ordina 

H* ^ ( -A ) H- Iz =:^ z ^ - 

(E) ^'/'' "' 

.^'y^ m(^) -^ l'z ^nz^v 

ed i valori di myri^l^X ^ to'-, v. si trovetaono cosi : 

Differenziamo- la: prima di queste due equazioni rapporto 
ad X y e quindi rapporto ad y , ed avremo 

d*e^ \ . ^fd^%\ . tdm\fd%\ . lfdiT\ , ^ e àl\ f di^' 



fatte ora le debite sostituzioni nella- seconda, equazione , diverrà 



e quindi, fattone il paragone- con- la. proposta'): otterremo 
7» H- /n' == M ,. mnL.= N ,; 

(^) -j.pz'(^) -1-. m'Z -i- Z'w = Q , Z H- Z' =? P, 



= v> 



.Queste equazioni ci daranno» fàcilmente i valori dei coef- 
ficienti m ^«5 1 yt , m y^v , ed in consegaenza. coiiQSceremo* le 
due equazioni, tra. le quali eliminando % ^ si; ricava la proposta . 
Ix integrazione dunque di queU' equazione dipende dalF ia* 
tegrazione delle due equazioni (E). 
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Se ora i coef&cienti della proposta saranno tali da rende- 
re nullo il valore di n > se faranno cioè /i: = o , allora la se- 
conda di jqnelle due equazioni (E) diverrà 



it: 



rdz 



(IL) ^ ;72( — ) -t- lz'=> V y che essendo una equazione del 

primo ordine V ^ ne riguarderà come sempre possibile Y inte- 
grazione . Potremo dunque considerare V equazione del secondo 
ordine come integrata y perchè dipenderà, da. equazioni del pri- 
xqp ordine . 

Se poi i coefficienti della proposta non avranno una tal pro- 
prietà , allora comincieremo ad eliminare dalle due equazioni 
( E ) la^ quantità 2; 9 ed il ri&ultato della eliminazione sarà una 
nuova equazione lineare a differenziali parziali del secondò or- 
dine di questa forma. 

•^' / d-y N . fC'fdz'\ . Tk'fd%'\ . r\f f dtf 



(— ) 



N-(^.)-i.P-(^^) 



Q'(f)-t- !■'»'-+ 



T = o ; facendo^ ora dipendere questa equazione dalla elimina- 
zione di z" per mezzo di due equazioni del primo ordine 



(K) . . . . 



dx 



(4r) 



d%* 



mi!^)-^li 



ff 



(-) 



di" 



«' (% ) 



/ // 



Z^ 
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V 



si avranno per determinare m ^n^l ^X ^li yV* delle equazioni 
in M' , N' , P' , Q' , L' , T' , simili a q^uelle trovate sopra in 
M , N > P , Q r L , T per determinare^ le lettere dello stesso nome . 

Se pertanto i coefficienti M' , N' ec. saranno tali che ren- 
dano /z' = o , si potrà ottenere il valore^ di z\ quindi quello 
di z , e da questo avremo quello di z . Continuando lo stesso 
andamento , si troveranno- continui casi d^ integrabilità del^' e- 
quazione proposta; • 

Tutti questi metodi non sono però che particolari , e ci 
lasciano sempre desiderare , come abbiam detto qiiì sopra , una 
Teorìa completa, per T integrazione deir equazioni a differenze 
parziali. 

§. «58. Per r integrazione dell* equazione 



\ 

\ 
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rf*« \ . Tilt r </*« N . TCT /■ d*« 



( fLf ) H- M ( ■—- ) -{. N ( ~ ) = o non ponno adoprar^i i metodi 

precedenti quando M ed N , sono fanzioni di p , g . Eceo pe- 
rò come il Sig. Le-Gendre ne fa la trasformazione. 

Ncir equazione dz = pdx H- qdy, ^ p ^ q sono dae fun- 
zioni di a; e di jf 9 ed in conseguenza potranno viceversa ri- 
guardarsi le stesse x^y come funzioni di p e di 9. Fatta que- 
sta considerazione 9 la regola deir integrazione per parti ci darà 



2 = jpjc H- qy — /{ocdp H* ydq) , e ponendo 

xdp -f ydq = dv , sarà 

z = p.r H- yj' — Vy 07 s= (~ ) > J^ = (^ ) • ^V "^^^^ dunque 

che se conosceremo in qualche modo il valore di 'v y che dee 
essere *una funzione di p e di ^ , allora eliminando per inez^ 
zo di quelle tre equazioni p e q y avremo un* equazione fra le 
tre variabili z^x^y^ che ci darà una di essG espressa in fun- 
zione delle altre due . 

Procuriamo ora di trovare un'equazione tra v^p^q. Il 

coefficiente difièrenziale ( j^ ) = ( ^ ) suppone y costante*, ed ia 
conseguenza nulla la differenziale di (~)i dunque 



(if.)^^-^(.T)^5 = °* 



Ora X = ($) ci dà . 

dx = (^)cfp -h (i^)dgf, e ponendo invece di dq il suo 
valore 

« 

dx = ■ ^ ^,^ op ; considerando pertanto x come 

funzione di j> , sarà 
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■N^ 



(j^) = a: (^4) rappresentando per a quel aumeratore ; e se 
rigoardiamo p come funzione di x t sarà 

Nella stessa guisa troveremo 

Sostituìscansi questi valori nella proposta , ed avremo 

d^V\ TVT / d*V \ . "KTfd^V 



(^) _ M(^4 ) H- N(^) = o, la quale ci dee dare il va- 

lore della funzione incognita v • In quest' equazione le varia- 
bili di cui è composta la funzióne 9 sono p e g^, ed i coe^fficien- 
ti M 9 N sono funzioni di quelle variabili stesse . 
L' equazione 

('-t-3')(^;^)~3pg(jfi)H-(iH.i>')(^:) = o,cmnon 



dx* ^ X- i \ ^jp^ ' \ ^ ^ ^dy 

potrebbe applicarsi il metodo spiegato nei §§. precedenti , si ri- 
duce subito a quest' altra 



d^V\ . / d^V \ . ,. . _l\/l/«V 



{'-^9")(2^)H-»W(^)-<-(iH-i>')(^!) = o, tra le 

tre variabili p ^q ^v ^ la quale è suscettibile di qnel metodo . 

§. ajp. Ma a proposito di una siffatta integrazione possia- 
mo anche adoprare 1' artifizio seguente . 

Ripresa V equazione 

« 

( 1 H-p') (£-!) - m{£^) H- ( I -f. 9') (0) = o, rigaardia- 

uio le tre variabili x^y^z come funzioni ciascuna di due al- 
tre variabili co 9 9 ed è chiaro che se potremo avere tre equa- 
zioni di questa forma 

X = F(w 9$); j^ t=5 ^(00 ,4) ; z =^ Y(w 9 d) r eliminazione 
di «d e di A ci darà un' equazione tra x ^y \ 



% • 



z. 



.. 
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Posto questo , avremo 

dy = il) d^ -i- it) di . 



\ 



• 



ma essendo z funzione di tx^y^ sarà 

Da queste due equazioni itroveremo i valori ài p e di o, 
e fìicendo 

(^)(lg)''— (^)(*5) = M.,. avremo 

-— M : L , 5 = — N : L . 

Saranno poi identiche le due equazioni 

(Ej .i'(f:)-^N(H)-^M(f:) = °> 

■l('^)h-N(4)-*.M(1') = o. 



Trovati i valori di p , ^ , conviene trovare quei di r , « , * 

« 

espressi per le nuove variabili . Avremo per questo 
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^) = '•(S)'-^•»*(^)(*)-^*(|)'-^i.(^:) -4-9(0). 

idi 



^ ''Vrfw-'wj' w«''^d«»' ^«/«'^rfO'' ^dw'^^a-'^ 






^) = r(5)'^«('^)(l')-^.(6rH.,(j!)H.?(^{). 
sostitueado in queste equazioni i valori di p e di ^ , si avrà 
;if) H- N(0) H- M(^^) = L {r(j^)% !.»(f:)(|) -* 

)-^N(^)-<.M(£f,) = l{r,(g)('^)^,(t^)(4). 









le guali ricaveremo i yaÙ dì ry^ytì e facendo avverten- 
alle xìdnzioni x:he nascono jdalle .equazioni identiche ( E ) ^ 
*emo 



N(j^)-i-M(j;-:)>. _ 

ToTTz. /// Q q 
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I'''-(^')"{L(£)-hN(0)H.M(0)}_«(g)(f:)X 
{LC^) -*• N(£p -*. M(^)} ^ (gr {L(e;) H- 

. N(^f)-^M(9)): 

ora. sostitneodo nell' equazione proposta per p^q^r^Sit r re- 
spettivi valori, avremo qaesta trosforaiata 

{(s)'H-(^)'H.(^)*}{L(0)H-N(g)H.M(^>}- 



{l^(S)H.If(t)-*.M(^)}=o, 



Qaest' eq^aazione sarà soddisfatta se. noi poaiamo* 



<5» 






Le tdtime tre di q^neste ciac^ne equazioni ci dannO' 
a = FC«)-4-/'(ft). ' 

flc==F'(w)-h/"(«-), indicando per F(«), F(«), F"(<»> 
tre diverse fanzioni di oa-, ed egualmente per f{^)rf{^)'» 
jf' ( ''^^ diverse- funzioni di • . 

Questi tre valori poi di x yy yZ dovendo soddìs&re alle 
due prime di quelle cinqne equazioni , avremo tra le sei fiiB- 
zioni queste due equazioni ( si scrive F»^eo. > per P(w)> 
/(«)ec.), 
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if.y ^ (S')* ^ (4^)* == o, fid in coDsesuenza 
ai == F(«)-t-/(0 

Questo sifitema di tre equazioni sarà l' integrale completo 
Stella proposta : anzi bastando due sole funzioni arbitrarie , poS' 
siamo fare F(w) = w , /'(^) = d » ed avremo 

a; *=F(w)H-/(0 

-z =/^V( -^ 1 - cgy),H./rfflV(- 1 -'(f n- l'equa- 

2Ìone poi tra x^y^z sarà il risultato dell' eli mioazione delle 
due quantità (o ^ A . 

Io non mi trattengo a parlare di più sopra V integrazione 
delle equazioni differenziali parziali 9 giacché quel poco che se 
fie sa al di là di ciò che ho «piegato > non riguarda che dei ca- 
si particolarissimi pe' quali sono stati anclie immaginati degli ar- 
tifizj particolari : ne farò discorso ogni qual volta mi v^rrà in 
acconcio trattando delle afTezioni delle superficie ourve > e del- 
le curve a doppia curvatura • 

Per ciò che riguarda poi V applicazione dei metodi ispie- 
gati alle equazioni degli ordini superiori , essa è così limitata , 
:€ le difficoltà vi si complicano in maniera > che nessuno avan- 
zamento in sostanza può dirsi che abbia fatto V analisi in que- 
sto ramo. 

§. 260. Gr integrali completi delle equazioni dif&renziali 
parziali contengono delle funzioni arbitrarie > la cui determina- 
zione debbe attingersi nelle condizioni dei Problemi dipenden- 
ti da tali €quaZ'ioni • Ecco come ci dirigeremo per ottenerla . 

Sia P. = ?> ( Q ) r integrale di una equazione differenziale 
parziale del primo ordine 9 nel quale p{Q) rappresenti la fun- 
zione arbitraria, P>Q ^^^ funzioni date in x^y^z. Suppo- 
niamo ora die le condizioni del Problema ci dicano, che quan- 
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do ^ = a funzione data di x , debba anche essere 5J = fi al- 

tra funzione data di x , si tratta di determinare p ìa modo che 
questa condizione abbia luogo . 

Per questo nelle quantità P e Q sostituiscansi i valori da- 
ti di y e di 2; > ed esse diverranno allora due funzioni cogni- 
te di ar ^ rappresentiamole per X',X; bisognerà che T equazio- 
ne X' = ^(X) sia identica^ ciò che dovrà ottenersi con una 
opportuna determinazione della forma della funzione ^ . 

Per questo poniamo X = if , e cavando da quest' equazio- 
ne il valore di x dato per f >. e sostixuendolo in X' divenga 
questa T; avremo allora 

T == ^(f)> e così T sarà la forma che* aver debbe la funzio- 

ne incognita ^{tj di t . Dee dunque ^ ( Q ) esser fatto di Q , 

come P{t) lo è fatto di tr cioè come T è fatto di t ^ 

Per esempio y avendo trovato al §. 241. che V integrale 

deir equazione: 



zx = ^ ( — ) > determiniamo la forma della funzione in tal guì- 

sa ) che fatta y = ax* abbiasi z = bxi avremo allora qoest' e- 
qaazione y 

hx* ==5 f ( aa; ) , la quale dee essere identica ^ Fatto ax- = f » 
si ha 

bx* =i ~'f dunque 







f ( f ) , ed m conseguenza 
«= -\(z.)*: sarà m fine 

§. a6i» Sia ora P = ^(Q) h- St(R) V integrale com- 
pleto di una equazióne a differenze parziali del secondo ordi- 
ne ; P , Q , R , S «ono tante funzioni conosciute delle variabili 
«»^>2; e p{Q)i 'f(R) sono le due funzioni arbitrarie. 
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Cerchiamo di determinarle ia tal modo che fatto y = « • ab- 
biasi z = |3 , e fatto y z= a^' y abbiasi ;& = ^' ^ essendo a » 
^ .'>^^ 1 ^^ quattro funzioni date di x^ 

Supponiamo che le sostitnzioni df queste funzioni in P > 
Q , S ^ R ci diano queste due equazioni 



u' =^ (p(rrt ) ^ n "¥(/ ) y e dovremo determinare le due 

funzioni p ^"9 va maniera che tali equazioni rtcìcano identiche. 
Facci ama m! ^=i m ^ ^ potrà sempre determinarsi; 

supponendo ora che nella prima equazione a? cresca della quan« 

tità (i) > si avrà 

u z=z p(m ) ^ n 'f'Cr ^ 1, la quale sottratta dal- 

la seconda equazione ci dà 

u ^u =:n ^(r )'^a ^ v(r ). 

X jp-hte X * x^ #*f«i ^ x^w^ 

Ora se si fa r = f , si avrà x dato in funzione di jf , e 



supponendo che sia r = «^ H* Af y avremo > chiamando 
— 9^9 i coefficienti in funzione di f > ed indicando per T 
il piime membro in funzione di f > avremo dissi 



Questa equazione è una equazione del primo ordine a dif- 
ferenze finite variabili t poiché Af ^ una funzione di t: il di 
kì integrale , sarà dunque 



T \- r ■ ' . , -r.l - 



^1 



i 
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T(f ) = e ^ C H- 2e ; ' r , eseguendo le inte- 



grazioni secondo il sistema ài '^flèrenza variabile che regna ia 
qnell* equazione. 

Trovato come Y(f ) è fatta di /» si avrà subito come 
'r(Xt) è fatta di H; ed in seguito come ^(Q) è atta di Qi 
onde r integrale soddisfaccia a quelle due condizioni . 

Si vede dunque che tutta la difficoltà di questa ricerca 
si riduce all' interazione di un' equazione del primo ordine a 
differenze finite variabili) delle qnali si è abbastanza parlato 
( Tom. I. Gap. IH. ) . 



Pine del Tomo Terzo» 
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